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Аннотация. Потеря устойчивости под действием внешних нагрузок нередко становится причиной 
разрушения различных строительных и инженерных конструкций. В связи с этим достаточно актуален 
вопрос анализа устойчивости современных слоистых композитов, широко применяющихся в разных 
отраслях промышленности. Они часто имеют сложную микроструктуру и содержат внутренние напря-
жения, которые могут возникать в процессе сборки композита за счет пластических деформаций, нагре-
ва и фазовых переходов или создаваться искусственно. В рамках общей теории устойчивости трехмерных 
тел исследована бифуркация равновесия толстой многослойной сферической оболочки при внутреннем 
и внешнем давлении. При этом предполагалось, что ее слои могут быть предварительно деформированы 
и содержать начальные (остаточные) напряжения. Для описания поведения рассмотренной сферической 
оболочки применялась модель микрополярной среды, что позволило учесть влияние микроструктуры на 
потерю устойчивости. С использованием представления определяющих соотношений относительно раз-
ных отсчетных конфигураций в случае модели физически-линейного микрополярного материала получе-
ны уравнения нейтрального равновесия, описывающие поведение слоистой оболочки с преднапряженны-
ми частями в возмущенном состоянии. С помощью специальной подстановки на основе полиномов Ле-
жандра исследование устойчивости толстой N-слойной микрополярной сферической оболочки в случае 
осесимметричных возмущений сведено к решению линейной однородной краевой задачи для системы 
6N обыкновенных дифференциальных уравнений. При заданных упругих параметрах материала слоев, 
их толщине и начальных деформациях данная краевая задача может быть достаточно легко решена 
численно с использованием конечно-разностного метода.

Ключевые слова: нелинейная упругость, устойчивость деформации, микрополярная среда, вну-
тренние напряжения, многослойная сферическая оболочка.

EQUILIBRIUM BIFURCATION 
OF MULTILAYER MICROPOLAR SPHERICAL SHELLS 

WITH INTERNAL STRESSES
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Abstract. Buckling under external loads often becomes the cause of collapse for various buildings and 
engineering structures. Due to this, the problem of stability analysis for modern layered composites, which are 
widely used in many industries, is quite relevant. They often have a complex microstructure and contain internal 
stresses that can appear in the process of assembling a composite due to plastic strains, heating and phase 
transitions, or be created artificially. In the present paper, within the framework of the general theory of stability 
for three-dimensional bodies, we have studied the equilibrium bifurcation of a thick multilayer spherical shell 
under internal and external pressure. It was assumed that its layers could be preliminary deformed and contain 
initial (residual) stresses. To describe the behavior of the considered spherical shell, the model of a micropolar 
medium was applied which made it possible to take into account the effect of microstructure on buckling. Using 
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the representations of the constitutive relations with respect to different reference configurations, in the case of 
a physically linear micropolar material model, equations of neutral equilibrium were derived that describe the 
behavior of a layered shell with prestressed parts in a perturbed state. By applying a special substitution based 
on Legendre polynomials, the stability analysis of a thick N-layer micropolar spherical shell in the case of 
axisymmetric perturbations was reduced to solving a linear homogeneous boundary value problem for a system 
of 6N ordinary differential equations. Given the material parameters of the layers, their thickness and initial 
strains, this boundary value problem can be quite easily solved numerically using the finite-difference method.

Keywords: nonlinear elasticity, deformation stability, micropolar medium, internal stresses, multilayer 
spherical shell.

ВВЕДЕНИЕ

При моделировании различных слоистых ком-
позитов с внутренними технологическими напря-
жениями достаточно важной является проблема 
анализа их устойчивости. В данной работе исследо-
вана бифуркация равновесия толстых многослой-
ных сферических оболочек с предварительно на-
пряженными частями. Такие слоистые тела широко 
используются в современной автопромышленности 
и авиастроении. Особенностью их моделирования 
является отсутствие единой естественной (нена-
пряженной) отсчетной конфигурации, в связи с чем 
при постановке нелинейной задачи о равновесии 
необходимо использовать метод промежуточной 
отсчетной конфигурации и формулу преобразова-
ния определяющих соотношений материала при 
изменении отсчетной конфигурации  [1–3]. Кроме 
того, поведение многих современных материалов 
часто не может быть адекватно описано в рамках 
классической упругости ввиду отсутствия внутрен-
них размерных параметров. Для их введения при-
ходится прибегать к обобщенным континуальным 
моделям, таким как нелокальные теории, модели 
типа Коссера, модели градиентного типа и т.д. В на-
стоящей работе для учета влияния микроструктуры 
материала использовалась модель микрополярной 
среды [4–9]. Ее особенностью является то, что каж
дая частица континуума наделяется свойствами аб-
солютно твердого тела путем учета ротационных 
степеней свободы. Модель микрополярной среды 
успешно применяется для описания поведения 
гранулированных и порошкообразных материалов, 
металлических и полимерных пен, поликристалли-
ческих и композиционных материалов и т.д.

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ

В рамках нелинейной модели микрополярной 
среды система уравнений статики при отсутствии 

массовых сил и моментов состоит из уравнений 
равновесия [10; 11]

(1)

уравнений состояния

(2)

и геометрических соотношений [12–15]

где  – набла-оператор в естественной отсчетной 
конфигурации χ; D и G – тензоры напряжений и мо-
ментных напряжений типа Пиолы; W(Y, L) – удель-
ная потенциальная энергия деформации; Y – мера 
деформации типа Коши; L  – тензор изгибной де-
формации; С – градиент деформации; R и Н – ради-
ус-вектор и собственно ортогональный тензор мик
роповорота, определяющие положение и поворот 
частиц среды в деформированном состоянии  Х; 
Е – единичный тензор.

Пусть упругие свойства среды описываются 
моделью физически линейного микрополярного 
материала. Тогда удельная потенциальная энергия 
деформации будет квадратичной формой тензоров 
S = Y − E и L [10; 15]:

(3)

а уравнения состояния (2) для тензоров напряжений 
и моментных напряжений типа Пиолы имеют вид:

(4)
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ных микрополярных сферических оболочек с 
внутренними напряжениями, обусловленными 
предварительными деформациями слоев. Для 
модели физически-линейного материала  (3) по-
лучена система уравнений нейтрального равно-
весия, описывающая поведение данных оболочек 
в возмущенном состоянии. С использованием 
специальной подстановки на основе полиномов 
Лежандра исследование устойчивости много-

слойных сферических оболочек в случае осе-
симметричных возмущений сведено к решению 
линейной однородной краевой задачи  (27)–(30) 
для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений.

Работа выполнена в рамках реализации государ-
ственного задания ЮНЦ РАН, № госрегистрации 
125011200151-9.
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