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НЕКЛАССИЧЕСКОЙ ФОРМЫ И СЛОЖНОЙ РЕОЛОГИИ

© 2023 г. В.В. Лозовой1, Е.М. Горшкова2, А.В. Плужник1, С.Б. Уафа2

Аннотация. Изучена возможность оценки поведения литосферных плит неклассической формы, 
находящихся на многослойном основании. Исследование диктуется необходимостью исследования ди-
намических свойств таких литосферных плит в связи с обнаружением возможности возникновения у 
них резонансов. Резонансы могут влиять на сейсмическое состояние территории литосферной плиты и 
провоцировать землетрясения. 

В качестве литосферной плиты изучается клиновидная плита в форме четверти плоскости. Реше-
ние рассматриваемой задачи опирается на возможность решения контактной задачи в клиновидной 
области, в которой действует деформируемый штамп. Решения граничных задач для штампов сложной 
реологии после этого представляются комбинацией решений граничных задач для штампов простой рео
логии. В настоящей статье ранее разработанный новый математический аппарат, основанный на фрак-
тальных свойствах блочных элементов, применяется для анализа рассматриваемой задачи. С учетом 
практики применения этого подхода удается достигнуть определенных результатов. В более ранних ра-
ботах для получения всех параметров, описывающих поведение литосферных плит в квадранте, требо-
валось изучение трех уравнений. В настоящей работе построено одно уравнение второго рода с вполне 
непрерывным оператором, позволяющее охватить все необходимые параметры. Это дает возможность 
аппроксимировать его конечной системой алгебраических уравнений и достаточно просто получать 
дисперсионное уравнение.

Обсуждаются вопросы рассмотрения литосферных плит сложных реологий.
 
Ключевые слова: контактная задача, блочный элемент, деформируемый штамп, интегральное 

уравнение Винера ‒ Хопфа.

ABOUT ONE METHOD OF INVESTIGATION OF LITHOSPHERIC PLATES 
OF NON-CLASSICAL SHAPE AND COMPLEX RHEOLOGY

V.V. Lozovoy1, E.M. Gorshkova2, A.V. Pluzhnik1, S.B. Uafa2

Abstract. The paper studies the possibility of assessing the behavior of lithospheric plates of non-classical 
shape, located on a multilayer base. The study is driven by the need to survey the dynamic properties of such 
lithospheric plates due to the discovery of the possibility of their resonances. Resonances can affect the seismic 
state of the territory of the lithospheric plate and provoke earthquakes.

As a lithospheric plate, a wedge-shaped plate in the form of a quarter of a plane is being studied. The 
solution of the problem under consideration is based on the possibility of solving the contact problem in a 
wedge-shaped region in which a deformable stamp acts. Solutions to boundary value problems for complex 
rheology dies are then a combination of solutions to boundary value problems for simple rheology dies. In 
this article, a previously developed new mathematical tool based on the fractal properties of block elements is 
used to analyze the problem under consideration. Given the practice of applying this approach, it is possible 
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to achieve certain results. In earlier works, to obtain all the parameters describing the behavior of lithospheric 
plates in a quadrant, it was necessary to study three equations. In this paper, we construct one equation of 
the second kind with a completely continuous operator, which makes it possible to cover all the necessary 
parameters. It allows this equation to be approximated by a finite system of algebraic equations and it is rather 
simple to obtain a dispersion equation.

The issues of consideration of lithospheric plates of complex rheologies are discussed.
 
Keywords: contact problem, block element, deformable punch, Wiener-Hopf integral equation.

ВВЕДЕНИЕ

В работе изучается поведение литосферной пли-
ты, занимающей область первого квадранта на мно-
гослойной среде сложной реологии. 

Изучение и решение подобных задач связано с 
возможностью исследование контактных задач в 
сложных областях. Определенный вклад в решение 
этих задач внесли важные работы  [1‒10]. Однако 
задачи с деформируемым штампом в этих работах 
не изучались, хотя в них заложена основа для пе-
рехода к деформируемым штампам. Особенностью 
контактных задач с деформируемым штампом яв-
ляется возможность возникновения дискретных ре-
зонансов, обнаруженных академиком И.И. Ворови-
чем. Именно глубокие теоретические исследования 
в этой области [11; 12] позволили ему получить тео
ретические результаты, свидетельствующие о воз-
можности дискретных резонансов в неоднородной 
полосе. В связи со сложностью решения динамиче-
ских контактных задач для деформируемого штам-
па в работе [13] была предложена модель деформи-
руемого штампа, состоящая из абсолютно твердых 
массивных штампов, соединенных упругой пру-
жиной. Пространственные задачи И.И. Воровичем 
не исследовались. Разработанные новые методы 
решения дифференциальных и интегральных урав-
нений [14] позволили решать ряд пространствен-
ных динамических контактных задач. В  частно-
сти, в работе  [15] исследована контактная задача 
для полосового штампа. В  статье [16] построены 
интегральные представления решения контактной 
задачи в четверти плоскости для деформируемого 
штампа, моделируемого мембраной. В работе [16] 
получено решение контактной задачи с деформиру-
емым штампом в четверти плоскости. Нахождение 
некоторых функционалов, описывающих резонанс-
ные частоты, сведено к трем интегральным уравне-
ниям. В настоящей работе их нахождение удалось 
свести к одному интегральному уравнению второго 
рода с вполне непрерывным оператором. Это дает 
возможность аппроксимировать его конечной си-

стемой алгебраических уравнений и достаточно 
просто получать дисперсионное уравнение. В  ре-
альности литосферные плиты имеют сложное рео-
логическое строение. Эти вопросы обсуждаются в 
настоящей работе.

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ЛИТОСФЕРНОЙ ПЛИТЫ

 Для решения контактной задачи в первом квад
ранте применяется метод, основанный на свойствах 
фракталов ‒ упакованных блочных элементов [14]. 
Он позволяет сводить интегральное уравнение Ви-
нера ‒ Хопфа к системе дифференциальных урав-
нений с последующим ее решением. Следуя рабо-
те [16], рассмотрим интегральное уравнение Вине-
ра ‒ Хопфа в первом квадранте:

 

Ради краткости здесь сохранены обозначения, 
принятые в работе  [16]. Функции R(u), P(u) явля-
ются четными целыми функциями, представимы-
ми бесконечными произведениями. Предполага-
ется, что функции R(u) и  P(u) являются целыми 
функциями первого порядка и конечного типа, 
то есть трансцендентными, в частности полино-
мами. В  принятых обозначениях целая функции 
R(u) обращается в нуль на множествах значений 
u = ±zn. Разрешая эти соотношения относитель-

(1)
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но переменных  αs,  s = 1, 2, имеем нули в форме 
  Соответ-

ственно, целая функция P(u) имеет нули на множе-

ствах un = ±ζn,   
Все нули, предполагаемые однократными, имеют 
точки сгущения на бесконечности в некоторых 
клиновидных областях, содержащих мнимые по-
луоси комплексной плоскости. Для нулей приняты 
обозначения в индексах: плюс  – принадлежность 
верхней полуплоскости комплексной плоскости, 
минус – нижней. 

После деления Rm(u) на Pm(u) возникают меро-
морфные функции, обозначенные K(u). Их нулями 
являются ±zmp. Примем правую часть  f(x1,x2) инте-
грального уравнения (1) в форме

Для построения решения будем отыскивать ре-
шение в виде [16]:

Следуя выполненным в работе [16] преобразо-
ваниям, получим решение интегрального уравне-
ния (1) в форме:

 (2)

Построенное решение двумерного уравнения 
Винера  ‒ Хопфа в первом квадранте легко транс-
формируется в решения одномерных уравнений 
Винера  ‒ Хопфа в тех случаях, когда происходит 
замена K(α1,α2) → K(α1) или K(α1,α2) → K(α2) и со-
впадает с решениями одномерных уравнений Вине-
ра ‒ Хопфа.

ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ДЕФОРМИРУЕМОГО ШТАМПА

Рассмотрим граничную задачу для уравнений 
Гельмгольца, моделирующего материал деформи-
руемого штампа простой реологии: 

(Δ + k2)ψ(x1, x2) = q(x1, x2) − t(x1, x2),
k = cω, c = const.

Здесь Δ ‒ оператор Лапласа, ψ(x1,x2) ‒ решение 
граничной задачи для уравнений Гельмгольца, 
q(x1,x2) ‒ воздействие на штамп со стороны много-
слойной среды в области контакта, t(x1,x2) ‒ внеш-
нее воздействие на штамп сверху. Для уравнения 
Гельмгольца ставится граничная задача Дирихле в 
предположении, что на границах задаются гранич-
ные условия вида:

ψ1(x1, x2) = ψ1(0, x2), ψ2(x1, x2) = ψ2(x1, 0).
Вводится обозначение s(x1,x2) = q(x1,x2) − t(x1,x2). 

В результате получается следующая внешняя фор-
ма для граничной задачи (3):
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Здесь принято обозначение:

Ниже прописными буквами обозначаются пре-
образования Фурье от функций, обозначенных 
строчными буквами, например 

Первые четыре члена справа в функции 
S(α1,α2,α1+,α2+) представляют преобразования Фу-
рье неизвестного контактного напряжения Q(α1,α2) 
и неизвестные функционалы Q(α1+,α2+), Q(α1+,α2), 
Q(α1,α2+) от искомого контактного напряжения. 
Остальные члены справа представляют преобразо-
вания Фурье и функционалы от задаваемых внеш-
них воздействий. При решении задачи вначале 
определяются контактные напряжения под дефор-
мируемым штампом, после этого определяются 
функционалы.

ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДЛЯ ЛИТОСФЕРНОЙ ПЛИТЫ

Для составления интегрального уравнения зада-
чи представим перемещение  (3) ψ(x1,x2) деформи-
руемого штампа в области контакта в виде упако-
ванного блочного элемента. Имеем:

Преобразуем представление внешней формы, 
разделив в ней неизвестные и заданные составля-
ющие. Имеем:

Возьмем в решении интегрального уравнения (2) 
в качестве неизвестной функции  φ(x1,x2) контакт-
ные напряжения q(x1,x2), возникающие под дефор-
мируемым штампом. Приравняем вертикальные 
перемещения поверхности многослойной среды 
f(x1,x2) к параметрам вертикального перемещения 
ψ(x1,x2) деформируемого штампа снизу. В результа-
те приходим к интегральному уравнению вида

Воспользуемся построенным решением инте-
грального уравнения Винера ‒ Хопфа в первом ква-
дранте  [16]. С  учетом принятых обозначений его 
решение для произвольной правой части имеет вид:
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Имеет место обозначение 

Для нахождения функционалов Q(α1+,α2+), 
Q(α1+,α2), Q(α1,α2+) применим преобразование Фу-
рье по координатам x1, x2, с параметрами α1, α2 по-
лучим соотношение

В результате ряда преобразований получаем си-
стему трех интегральных уравнений для определе-
ния функционалов, входящих под интегралы справа:

В результате исследования проблема определе-
ния искомых функционалов сведена к одному ин-

тегральному уравнению относительно неизвестной 
Q1(α1,α2) вида

Оно содержит все искомые функционалы. Не-
сложно проверить, что оператор в правой части 
является вполне непрерывным в некотором весо-
вом пространстве. Это означает, что он является 
компактным и допускает аппроксимацию конечной 
системой алгебраических уравнений, приводящей 
к сходимости приближенного решения к точному.

ВЫВОД

В работе построено аналитическое решение ди-
намической контактной задачи с деформируемым 
штампом в области первого квадранта. Для нахож-
дения резонансных частот академика И.И. Ворови-
ча задача сведена к решению одного интегрального 
уравнения с вполне непрерывным оператором. Это 
дает возможность аппроксимировать его конечной 
системой алгебраических уравнений и достаточно 
просто получать дисперсионное уравнение.

Отдельные фрагменты работы выполнены в 
рамках реализации госзадания на 2023  г. ЮНЦ 
РАН (тема 01201354241-0) и Минобрнауки (проект 
FZEN-2023-0006).
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