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Аннотация. Работа посвящена исследованию устойчивости составных нелинейно-упругих плит, 
которые являются распространенными элементами конструкций. Рассмотрена бифуркация равновесия 
трехслойной круглой плиты при радиальном сжатии и прямоугольной плиты при двухосном растяже-
нии и сжатии. При этом предполагалось, что средний слой плит (основа) выполнен из высокопористого 
материала, а верхний и нижний слои (покрытия) однородны, предварительно деформированы и содер-
жат внутренние напряжения. При их моделировании в ходе данного исследования применен ориги-
нальный подход: для описания поведения пористой основы использованы определяющие уравнения 
нелинейного микрополярного тела, а поведение покрытий изучено в рамках классической теории упру-
гости. Это позволило более подробно учитывать влияние микроструктуры материала на потерю устой-
чивости. С использованием представлений определяющих соотношений относительно разных отсчетных 
конфигураций в случае модели физически линейного материала получены линеаризованные уравнения 
равновесия, описывающие поведение составных плит с высокопористой основой и преднапряженными од-
нородными покрытиями в возмущенном состоянии. С помощью специальных подстановок исследование 
устойчивости трехслойной круглой и прямоугольной плит сведено к решению линейных однородных 
краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. В результате проведенного 
численного анализа для плит с основой из плотной полиуретановой пены и покрытиями из поликарбо-
ната установлено, что предварительное растяжение покрытий стабилизирует рассмотренные деформа-
ции плит в целом, в то время как влияние предварительного сжатия покрытий негативно.

Ключевые слова: нелинейная упругость, устойчивость деформации, микрополярная среда, 
внутренние напряжения, трехслойная плита, пористая основа, преднапряженные покрытия.

STABILITY OF NONLINEARLY ELASTIC SANDWICH PLATES 
WITH HIGHLY POROUS CORE AND PRESTRESSED UNIFORM COATINGS

D.N. Sheydakov1, I.B. Mikhailova1, V.A. Lyzhov1

Abstract. The present paper is dedicated to studying the stability of nonlinearly elastic sandwich plates, 
which are common structural elements. The bifurcation of equilibrium is considered for a three-layer circular 
plate under radial compression and a three-layer rectangular plate under biaxial tension and compression. It is 
assumed that the middle layer of plates (core) is made of a highly porous material, while the top and bottom 
layers (coatings) are homogeneous, prestrained and contain internal stresses. An original approach is taken 
when modeling them in this study: to describe the behavior of the porous core, the governing equations of 
a nonlinear micropolar body are used, and the behavior of the coatings is studied within the framework of 
the classical elasticity. This allowed us to take into account in detail the effect of material microstructure on 
buckling. Using representations of constitutive relations for different reference configurations, in the case of 
a physically linear material model, linearized equilibrium equations were derived that describe the behavior 
of sandwich plates with a highly porous core and prestressed uniform coatings in a perturbed state. Using 
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special substitutions, the stability analysis of three-layer circular and rectangular plates was reduced to solving 
linear homogeneous boundary value problems for systems of ordinary differential equations. As a result of 
the numerical analysis for plates with a core of dense polyurethane foam and polycarbonate coatings, it was 
determined that preliminary tension of the coatings stabilizes the considered deformations of the plates as a 
whole, while the effect of preliminary compression of the coatings is negative.

Keywords: nonlinear elasticity, deformation stability, micropolar medium, internal stresses, sandwich 
plate, porous core, prestressed coatings.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема устойчивости равновесия деформи-
руемых тел представляет значительный интерес 
с теоретической и прикладной точки зрения, так 
как потеря устойчивости под действием внешних 
нагрузок достаточно часто является причиной раз-
рушения строительных и инженерных конструк-
ций. При этом развитие современных технологий 
и появление новых материалов обуславливает ак-
туальность анализа устойчивости тел со сложной 
микроструктурой и внутренними напряжениями. 
В  частности, в последние десятилетия широкое 
применение в авиа- и автомобилестроении полу-
чили конструкции, выполненные из таких высоко-
пористых материалов, как металлические и поли-
мерные пены [1–3]. Поведение пены, как правило, 
не может быть адекватно описано в рамках клас-
сической теории упругости ввиду отсутствия в ней 
внутренних размерных параметров. Для учета вли-
яния микроструктуры целесообразно использовать 
модель микрополярного тела  [4–9], то есть среды 
с моментными напряжениями и вращательным вза-
имодействием частиц. Кроме того, конструкции из 
высокопористых материалов часто имеют состав-
ную структуру (основа из пены покрыта прочной и 
жесткой оболочкой), что необходимо для защиты от 
коррозии и воздействия высоких температур, а так-
же оптимизации механических свойств в процессе 
нагружения. При этом покрытие нередко содержит 
начальные (остаточные) напряжения, что может 
являться как следствием процесса его нанесения, 
так и требуемым функциональным свойством. Осо-
бенностью составных тел с внутренними напряже-
ниями является отсутствие единой естественной 
отсчетной конфигурации. Поэтому при постановке 
задач об их равновесии используется метод проме-
жуточной отсчетной конфигурации и формулы пре-
образования определяющих соотношений материа-
ла при изменении отсчетной конфигурации [10–12].

Настоящая работа посвящена исследованию 
устойчивости составных нелинейно-упругих плит 

с высокопористой основой и преднапряженными 
однородными покрытиями. Рассмотрена бифур-
кация равновесия круглой плиты при радиальном 
сжатии и прямоугольной плиты при двухосном 
сжатии и растяжении. Такие плиты являются рас-
пространенными элементами многих инженерных 
конструкций.

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим трехслойную плиту произвольной 
формы. Будем полагать, что средний слой плиты 
(основа) состоит из высокопористого материала, и 
для описания его поведения используется модель 
микрополярной среды. Верхний и нижний слои 
(покрытия) образованы из однородных панелей, 
выполненных из классических неполярных матери-
алов. Эти панели были присоединены к пористой 
основе после предварительных деформаций и со-
держат внутренние напряжения. В качестве отсчет-
ной конфигурации описанной плиты выбрана кон-
фигурация χ, которая является естественной (нена-
пряженной) для микрополярной основы, но пред-
напряженной для неполярных покрытий. При этом 
естественные отсчетные конфигурации покрытий 
обозначим χ− и χ+ (здесь и далее величины с верх-
ним индексом «−» относятся к нижнему покрытию, 
а с индексом «+» – к верхнему). Рассмотрим далее 
некоторое деформированное состояние X трехслой-
ной плиты. Система ее определяющих уравнений 
при отсутствии массовых сил и моментов состоит 
из уравнений равновесия для напряжений [13; 14]

(1)
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и геометрических соотношений [15–18]

(3)

где 
0
∇  – набла-оператор в выбранной отсчетной 

конфигурации χ; D и G – тензоры напряжений и 
моментных напряжений типа Пиолы для микро-
полярной основы; D− и D+ – тензоры напряжений 
Пиолы для неполярных покрытий относитель-
но преднапряженной отсчетной конфигурации; 
W,  W −,  W +  – удельные потенциальные энергии 
деформации компонентов рассмотренной трех-
слойной плиты; Y и L – мера деформации типа 
Коши и тензор изгибной деформации микропо-
лярной основы; 1 1,− +C C , 1 1,− +U U  и 1 1,− +A A  – гра-
диенты деформации, меры искажения и тензо-
ры макроповорота, соответствующие переходу от 
естественных отсчетных конфигураций к  теку-
щему (деформированному) состоянию покрытий 
(χ±  →  X); U−,  U+ и А−,  А+  – меры искажения и 
тензоры макроповорота для неполярных покры-
тий при переходе от преднапряженной отсчет-
ной к текущей конфигурации (χ → X); R, R−, R+ и 
С, С−, С+ – радиус-векторы и градиенты деформа-
ции, соответствующие переходу от выбранной от-
счетной конфигурации χ к текущему состоянию X 
составной (трехслойной) плиты с высокопори-
стой основой и преднапряженными однородны-
ми покрытиями; H  – собственно ортогональный 
тензор микроповорота, определяющий поворот 
частиц микрополярной основы; 0

−C   и  0
+C   – гра-

диенты деформации покрытий, соответствующие 
переходу от естественных к предварительно на-
пряженной отсчетной конфигурации (χ± → χ); I – 
единичный тензор.

Будем полагать, что упругие свойства трехслой-
ной плиты описываются моделью физически ли-
нейного материала. В  случае микрополярной ос-
новы удельная потенциальная энергия деформации 
является квадратичной формой тензоров  Y − I и L 
[17; 19]:

а в случае неполярных покрытий  – квадратичной 
формой тензора 1

− −U I  или 1
+ −U I  [13]:

0, 2 0.± ± ±µ > λ + µ >

Здесь λ, μ, κ, γ1, γ2, γ3 – микрополярные упру-
гие константы высокопористой основы, а λ−, μ− и 
λ+, μ+ – упругие константы однородных покрытий.

Тогда согласно соотношениям (2)–(5) уравнения 
состояния для тензоров напряжений и моментных 
напряжений типа Пиолы D и G записываются сле-
дующим образом [20; 21]:

а выражения тензоров напряжений Пиолы D− и D+ 
имеют вид:

Предположим, что помимо докритического со-
стояния равновесия X трехслойной плиты при тех 
же внешних нагрузках существует бесконечно близ-
кое возмущенное равновесное состояние  X , опре-
деляемое радиус-вектором = + ηR R v  и тензором 
микроповорота  для микрополяр-
ной основы и радиус-векторами − − −= + ηR R v  и 

+ + += + ηR R v  для преднапряженных неполярных 
покрытий. Здесь η – малый параметр, v, v−, v+ – век-
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торы добавочных перемещений, ω  – линейный 
вектор добавочного поворота, характеризующий 
малый поворот частиц микрополярной среды, от-
считываемый от докритического состояния. Это 
возмущенное состояние описывается уравнения-
ми [17; 21]

0 0

0 0
T T

= , = ,

= ,

•• ±

• •

×

∇⋅ ∇⋅
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G v D C D 0
           (8)

где •D  и •G  – линеаризованные тензоры напря-
жений и моментных напряжений типа Пиолы для 
пористой основы плиты, а 

•−D  и 
•+D  – линеари-

зованные тензоры напряжений Пиолы для ее ниж-
него и верхнего покрытий. В случае физически ли-
нейного микрополярного материала (4) для первых 
двух тензоров справедливы следующие соотноше-
ния [20; 21]:

(9)

(10)

Здесь •Y  – линеаризованная мера деформации 
типа Коши, а •L  – линеаризованный тензор изгиб-
ных деформаций для микрополярной основы.

Согласно выражениям (2), (3), (7) представле-
ния линеаризованных тензоров напряжений Пиолы 

•−D  и 
•+D  для физически линейного неполярного 

материала (5) имеют вид [21]:

   (11)

(12)

где 1 1,
• •− +A A  – линеаризованные тензоры макропо-

ворота, а 1 1,
• •− +U U  – линеаризованные меры иска-

жения относительно естественных отсчетных кон-
фигураций  χ− и χ+ неполярных покрытий. Послед-
ние можно выразить через линеаризованные меры 
деформации Коши – Грина 1 1,

• •− +g g :

(13)

Таким образом, исследование устойчивости со-
ставной (трехслойной) нелинейно-упругой плиты 
с высокопористой основой и преднапряженными 
однородными покрытиями при использовании мо-
дели физически линейного материала сводится к 
решению линеаризованных уравнений равнове-
сия (8) с учетом соотношений (3), (6), (9)–(13).

КРУГЛАЯ ПЛИТА 
ПРИ РАДИАЛЬНОМ СЖАТИИ

Рассмотрим трехслойную круглую плиту радиу-
са r0 и толщины H. Толщина ее пористого среднего 
слоя (основы) равна 2h. Будем полагать, что покры-
тия плиты подверглись начальным деформациям 
радиального растяжения  ‒ сжатия, описываемым 
следующими соотношениями [13; 14]:

(14)
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где ρ−, θ−, ζ− и ρ+, θ+, ζ+ – цилиндрические коорди-
наты в естественных отсчетных конфигурациях χ− 
и χ+ круглых панелей, выступающих в роли нижне-
го и верхнего покрытий; 0 0,− −ρ ζ  и 0 0,+ +ρ ζ  – радиусы 
и толщины этих панелей до деформации; r, φ, z – 
цилиндрические координаты в предварительно 
напряженном состоянии  χ;   
и   – ортонормированные векторные ба-
зисы соответствующих цилиндрических коорди-
нат; а− и a+ – заданные коэффициенты радиального 
растяжения  ‒ сжатия панелей покрытий; с−  и  с+  – 
постоянные, характеризующие толщинные дефор-
мации этих панелей и определяемые из условий 
отсутствия нагрузок на их лицевых поверхностях. 

Далее исследуем деформацию радиального сжа-
тия рассмотренной составной плиты, выбрав в ка-
честве отсчетной конфигурацию χ [20]:

Здесь R, Ф, Z – цилиндрические координа-
ты в текущем (деформированном) состоянии  X; 
{eR,eФ,eZ}  – ортонормированный векторный базис 
соответствующих цилиндрических координат; 
α  – заданный коэффициент радиального сжатия; 
h−  и  h+  – толщины преднапряженных покрытий. 
Функции f(z), f −(z), f +(z), характеризующие дефор-
мацию трехслойной плиты по толщине, найдены 
путем решения уравнений равновесия (1) с учетом 
граничных условий

 (16)

выражающих отсутствие внешних нагрузок на ли-
цевых поверхностях плиты (z  =  ±h  ±  h±), жесткое 

сцепление преднапряженных покрытий с пористой 
основой (z = ±h), а также отсутствие вертикального 
смещения при z = 0.

Проведем анализ устойчивости деформации (15) 
в специальном случае осесимметричных возмуще-
ний. Подстановка (J0, J1 – функции Бесселя первого 
рода) [20]

приводит к отделению переменной  r в линеари-
зованных уравнениях равновесия  (8) и позволяет 
удовлетворить линеаризованным граничным усло-
виям на крае плиты (r = r0) [20]

которые выражают отсутствие силы трения и за-
данное постоянное радиальное перемещение.

Уравнения нейтрального равновесия  (8) для 
трехслойной круглой плиты с учетом соотноше-
ний  (3),  (6), (9)–(15), (17) записываются следую-
щим образом:

Здесь использованы обозначения:
σ = λ + μ,     В = λs + μ(α + ξ) − 2μ − κ,

σ ± = λ± + 2μ±,     B ± = S ± + 2μ±(αa± + ξ±c±), 

2 , ,

2 3, 2 3.

a cS s
a c

s s a c

± ±
± ± ± ±

± ± ±

± ± ± ±

= λ − µ ε =
α + ξ

= α + ξ − = α + ξ −

(17)

(18)
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Линеаризованные граничные условия, вытекаю-
щие из условий (16), имеют вид: 

1) на лицевых поверхностях плиты (z = ±h ± h±)

0, 0;R Z R Z
B S cV V V V
a c a

± ± ± ±
± ± ± ± ±

± ± ±

β σ′ ′+ = λ β + =  (19)

2) на границах пористой основы и покрытий 
(z = ±h)

   (20)

Таким образом, в случае осесимметричных воз-
мущений исследование устойчивости составной 
круглой плиты с высокопористой основой и пред-
напряженными однородными покрытиями сводит-
ся к решению линейной однородной краевой зада-
чи (18)–(20) для системы семи обыкновенных диф-
ференциальных уравнений.

Рассмотрим плиту с основой из плотной поли
уретановой пены [19] λ = 797,3 МПа, μ = 99,67 МПа, 
κ = 8,67 МПа, γ1 = −26,65 Н, γ2 = 45,3 Н, γ3 = 34,65 Н 
и покрытиями из поликарбоната [21] λ± = 2300 МПа, 
μ± = 800 МПа.

Для простоты будем полагать, что толщина по-
крытий одинакова (h− = h+). Введем следующие без-
размерные параметры:

‒ относительное радиальное сжатие составной 
круглой плиты δ = 1 − α;

‒ относительные начальные растяжения  ‒ сжа-
тия покрытий δ± = а± − 1;

‒ относительная толщина покрытий h* = h±/H;
‒ отношение радиуса круглой плиты к ее толщи-

не r* = r0/H;
‒ относительная толщина плиты H * = H/lb.
Здесь lb – характеристическая длина при изгибе. 

Это инженерная константа микрополярного ма-
териала, которая выражается через упругие пара-
метры физически линейной модели (4) и в случае 
плотной полиуретановой пены lb = 0,33 мм.

Путем численного решения [20; 21] линеаризо-
ванной краевой задачи (18)–(20) найдены спектры 
критических значений относительного радиально-
го сжатия  δ, соответствующие различным модам 
выпучивания составной круглой плиты с  высо-
копористой основой и преднапряженными одно-
родными покрытиями. Посредством анализа этих 
спектров определено критическое радиальное сжа-
тие для плит разных размеров и покрытий различ-
ной толщины и с разной начальной деформацией. 
Отношение диаметра плиты к ее толщине равно 20 
( )0 = 10*r  для всех приведенных результатов.

Рис. 1. Влияние одинаковых начальных деформаций покрытий (δ+ = δ−) на устойчивость составной круглой плиты: а – для тонких 
покрытий (h* = 0,05); б – для толстых покрытий (h* = 0,1).
Fig. 1. Effect of identical initial deformations of coatings (δ+  =  δ−) on the stability of circular sandwich plate: a  – for thin coatings 
(h* = 0.05); б – for thick coatings (h* = 0.1).
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Рассмотрим случай, когда начальные деформа-
ции покрытий совпадают (δ+  =  δ−). На  рисунке  1 
представлены зависимости критического радиаль-
ного сжатия плиты от относительных начальных 
растяжений  ‒ сжатий ее покрытий. Следует пояс-
нить, что области на графиках, лежащие выше и 
левее построенных кривых, являются областями 
неустойчивости рассмотренной деформации со-
ставной плиты, так как соответствуют значениям 
параметра нагружения  δ, превышающим величи-
ну критического радиального сжатия. На графиках 
показаны результаты для плит различного размера 
(масштаба). В  качестве размерного параметра ис-
пользовалась относительная толщина составной 
плиты  H * при фиксированном отношении радиу-
са к толщине *

0r  и фиксированной относительной 
толщине покрытий h*. Были рассмотрены круглые 
плиты с тонкими (h* = 0,05) и толстыми (h* = 0,1) 
покрытиями. Согласно полученным результатам 
предварительное растяжение покрытий (δ±  >  0) 
стабилизирует деформацию радиального сжатия 
рассмотренной круглой плиты, в то время как вли-
яние предварительного сжатия (δ± < 0) негативно. 
Более того, из графиков видно, что при достаточно 
сильном предварительном сжатии возможна потеря 
устойчивости плиты при отсутствии ее деформа-
ции (δ = 0) исключительно за счет внутренних на-
пряжений в покрытиях. Следует отметить, что опи-

санный эффект от предварительных деформаций 
более выражен для плит с толстыми покрытиями. 

Если начальные деформации покрытий проти-
воположны (δ+ = −δ−), то они почти не оказывают 
влияния на устойчивость рассмотренной плиты, 
что отражено на рисунке 2. В то же время из графи-
ков видно, что при достаточно больших начальных 
деформациях (|δ±| > 0,05) стабилизирующий эффект 
от предварительного растяжения одного покрытия 
оказывается все же несколько существеннее нега-
тивного влияния предварительного сжатия другого 
покрытия. 

В ходе настоящего исследования также было 
установлено, что устойчивость составной круглой 
плиты возрастает с уменьшением ее общего разме-
ра (масштаба). Данный эффект обусловлен влия-
нием микроструктуры высокопористого материала 
основы. Он весьма существенен для плит малых 
размеров (H * ≤ 5), но пренебрежимо мал для боль-
ших.

ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ПЛИТА 
ПРИ ДВУХОСНОМ РАСТЯЖЕНИИ ‒ СЖАТИИ

Рассмотрим теперь трехслойную прямоуголь-
ную плиту со сторонами b1 и b2. Толщины плиты и 
ее слоев обозначаются так же, как и в случае круг
лой плиты. Будем полагать, что покрытия прямо

Рис. 2. Влияние противоположных начальных деформаций покрытий (δ+ = δ−) на устойчивость составной круглой плиты: а – для 
тонких покрытий (h* = 0,05); б – для толстых покрытий (h* = 0,1).
Fig. 2. Effect of opposite initial deformations of coatings (δ+  =  δ−) on the stability of circular sandwich plate: a – for thin coatings 
(h* = 0.05); б – for thick coatings (h* = 0.1).
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угольной плиты подверглись начальным деформа-
циям двухосного растяжения  ‒ сжатия, описывае-
мым следующими соотношениями [13; 14]:

(21)

где 1 2 3, ,− − −ζ ζ ζ  и 1 2 3, ,+ + +ζ ζ ζ  – декартовы координаты в 
естественных отсчетных конфигурациях нижнего и 
верхнего покрытий; 1 2,b b− −  и 1 2,b b+ +  – длины сторон 
прямоугольных панелей, выступающих в роли по-
крытий, до деформации; х1, х2, х3 – декартовы коор-
динаты в преднапряженном состоянии χ; {е1,е2,е3} – 
ортонормированный векторный базис декартовых 
координат; 1 2 3, ,a a a− − −  и 1 2 3, ,a a a+ + +  – коэффициенты 
растяжения – сжатия панелей покрытий вдоль ко-
ординатных осей. Коэффициенты 1 2,a a− −  и 1 2,a a+ +  
полагаются заданными, а коэффициенты 3a−  и 3a+  
определяются из условий отсутствия нагрузок на 
лицевых поверхностях панелей.

Проведем анализ устойчивости двухосного 
растяжения  – сжатия рассмотренной составной 
плиты. Данная деформация описывается формула-
ми [21]: 

    (22)

Здесь Х1, Х2, Х3 – декартовы координаты в теку-
щей конфигурации Х; α1 и α2 – заданные коэффици-
енты растяжения – сжатия вдоль осей Х1 и Х2 соот-
ветственно. Как и в случае круглой плиты, функ-
ции f(x3), f

−(x3), f
+(x3), характеризующие толщинную 

деформацию трехслойной прямоугольной плиты, 
найдены благодаря решению уравнений равнове-
сия (1) с граничными условиями

 (23)

выражающими отсутствие нагрузок на лицевых по-
верхностях (x3 = ±h ± h±), жесткое сцепление покры-
тий с основой (x3 = ±h) и отсутствие вертикального 
смещения при х3 = 0.

Подстановка (Vi,  Ωi,  Vi
±, i  =  1,2,3  – некоторые 

функции координаты х3) [21]

приводит к отделению переменных х1, х2 в линеа-
ризованных уравнениях равновесия  (8) и позво-
ляет удовлетворить линеаризованным граничным 
условиям «скользящей заделки» на торцах пли-
ты (k,l = 1,2, k ≠ l) [21]:

С учетом соотношений (3), (6), (9)–(13), (21), 
(22),  (24) уравнения  (8) для трехслойной прямо
угольной плиты записываются следующим образом 
(k,l = 1,2, k ≠ l):
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Здесь дополнительно использованы обозначе-
ния (k,l = 1,2, k ≠ l):

Линеаризованные граничные условия, вытекаю-
щие из условий (23), имеют вид: 

1) на лицевых поверхностях (x3 = ±h ± h±)

3
3

3 1 2
3 1 2

1 2 2 1

0, , 1,2, ,

0;

l k
k

k

B QV V k l k l
a a

a V V V
a a a a

± ±
± ±

± ±

± ± ± ±
± ± ±

± ± ± ±

β′ + = = ≠

σ λ β λ β′ + + =

   (26)

2) на границах основы и покрытий (x3 = ±h) 

(27)

Таким образом, исследование устойчивости 
составной прямоугольной плиты с  высокопори-
стой основой и преднапряженными однородными 
покрытиями сводится к решению линейной одно-
родной краевой задачи (25)–(27) для системы две-
надцати обыкновенных дифференциальных урав-
нений.

Как и в предыдущем случае, будем полагать, что 
основа плиты выполнена из плотной полиурета-
новой пены, а покрытия – из поликарбоната. При 
этом для простоты рассмотрим квадратную плиту с 
покрытиями одинаковой толщины (b1 = b2, h

− = h+). 
Введем дополнительно следующие безразмерные 
параметры:

‒ относительные растяжения  – сжатия состав-
ной квадратной плиты δk = αk − 1, k = 1,2;

‒ относительные начальные растяжения – сжа-
тия покрытий = 1,k ka± ±δ −  k = 1,2;

‒ отношение стороны квадратной плиты к ее 
толщине b* = b1/H.

Путем решения линеаризованной краевой зада-
чи (25)–(27) найдены критические кривые, соответ-
ствующие различным модам выпучивания состав-
ной квадратной плиты с  высокопористой основой 
и преднапряженными однородными покрытиями, и 
построены области устойчивости в плоскости па-
раметров нагружения, которыми являются относи-
тельные растяжения  – сжатия δ1  и  δ2. Отношение 
стороны плиты к ее толщине равно 20 (b* = 20) для 
всех полученных результатов.

На рисунках 3 и 4 представлены границы обла-
стей устойчивости для квадратных плит с  тонки-
ми и толстыми покрытиями при различных видах 
начальных деформаций последних. Следует отме-
тить, что сами области устойчивости лежат справа 
и сверху от этих кривых. На графиках приведены 
результаты для плит различного размера (масшта-
ба). В  качестве размерного параметра вновь ис-
пользовалась относительная толщина составной 
плиты H*.

Согласно полученным результатам предвари-
тельное растяжение покрытий вдоль какой-либо из 

(25)
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Рис. 3. Влияние различных видов начальных деформаций тонких покрытий (h* = 0,05) на устойчивость составной квадратной 
плиты при относительной толщине H* = 1 (а) и H* = 5 (б).
Fig. 3. Effect of various types of initial deformations of thin coatings (h* = 0.05) on the stability of square sandwich plate with relative 
thickness H* = 1 (a) and H* = 5 (б).

Рис. 4. Влияние различных видов начальных деформаций толстых покрытий (h* = 0,1) на устойчивость составной квадратной 
плиты при относительной толщине H* = 1 (а) и H* = 5 (б).
Fig. 4. Effect of various types of initial deformations of thick coatings (h* = 0.1) on the stability of square sandwich plate with relative 
thickness H* = 1 (a) and H* = 5 (б).

осей X1 и X2 1( 0±δ > или 2 0)±δ >  в целом стабили-
зирует рассматриваемую деформацию квадратной 
плиты, в то время как влияние их предварительного 
сжатия 1( 0±δ < или 2 0)±δ <  негативно. При этом, как 
и в предыдущем случае, возможна потеря устойчи-
вости составной плиты при отсутствии ее деформа-

ции (δ1 = δ2 = 0) исключительно за счет внутренних 
напряжений. Следует отметить, что если начальные 
деформации покрытий вдоль осей Х1 и Х2 совпада-
ют ( )1 2 ,± ±δ = δ  то область устойчивости симметрич-
на относительно биссектрисы первого и третьего 
квадрантов (δ1  =  δ2). Все описанные эффекты от 
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предварительных деформаций более выражены для 
плит с толстыми покрытиями.

Как и в случае с круглой плитой, было обнару-
жено возрастание устойчивости составной квад
ратной плиты с уменьшением ее общего размера 
(масштаба), что также обусловлено влиянием мик
роструктуры высокопористого материала основы. 
Данный эффект существенен только для плит ма-
лых размеров (H * ≤ 5).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках бифуркационного подхода проведен 
анализ устойчивости составных нелинейно-упру-
гих плит с высокопористой основой и преднапря-
женными однородными покрытиями. Рассмотре-
на трехслойная круглая плита при радиальном 
сжатии и трехслойная прямоугольная плита при 

двухосном сжатии и растяжении. В случае модели 
физически линейного материала и при использо-
вании специальных подстановок исследование их 
устойчивости сведено к решению линейных од-
нородных краевых задач (18)–(20) и (25)–(27) для 
систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Проведен численный анализ бифуркации 
равновесия круглой и квадратной плит с основой 
из плотной полиуретановой пены и покрытиями 
из поликарбоната. Установлено, что предваритель-
ное растяжение покрытий в целом стабилизирует 
рассмотренные деформации составных плит, в то 
время как влияние их предварительного сжатия не-
гативно.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда № 23-21-00462, https://rscf.ru/
project/23-21-00462/.
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