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ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ, 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ И ТЕМПЕРАТУРНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

НА СВОЙСТВА ПИРОПЬЕЗОЭЛЕКТРИКОВ 
ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ СИНГОНИИ
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Аннотация. Работа направлена на исследование влияния начальных механических, температурных 
и электростатических воздействий на изменение деформированного состояния и физических свойств 
термоэлектроупругих материалов, относящихся в естественном состоянии к материалам класса симме-
трии 6mm гексагональной сингонии. Предполагается, что наведенное в материале начально-деформи-
рованное состояние однородно, начальные тепловые воздействия не превышают температуры фазовых 
переходов, начальное электростатическое поле задано вектором напряженности. Исследование основа-
но на использовании линеаризованных определяющих соотношений, уравнений движения термоэлек-
троупругих сред, уравнений электростатики и уравнений распространения тепла, полученных в рамках 
теории наложения малых деформаций на конечные. Приведены матричные представления тензоров 
упругих и пьезоэлектрических модулей преднапряженного материала, наглядно иллюстрирующие вли-
яние начальных как механических и тепловых, так и электростатических воздействий на свойства пиро-
пьезоэлектрического материала. На примере CdSe исследовано раздельное и совместное влияние вида 
и величины начальных напряжений, электрических и тепловых воздействий на характер наводимых 
деформаций и трансформацию свойств материала. Определены виды механических воздействий, при-
водящих к максимальным значениям электрической индукции. Показано влияние характера тепловых 
воздействий в отсутствие начальных механических напряжений на величину и направленность векто-
ра электрической индукции. Выявлены закономерности влияния начального электростатического поля 
большой напряженности на упругие и пьезоэлектрические свойства материала. Результаты оформлены 
в виде графиков и могут представлять определенный интерес при разработке, проектировании и опти-
мизации пиропьезоэлектрических материалов, используемых при создании микро- и наноразмерных 
приборов и устройств.

Ключевые слова: термоэлектроупругость, начальные механические напряжения, предварительный 
нагрев, начально-деформированное состояние, напряженность электростатического поля, электриче-
ская индукция. 

THE INFLUENCE OF INITIAL MECHANICAL, ELECTROSTATIC 
AND TEMPERATURE EFFECTS ON THE PROPERTIES OF PYROPIEZOELECTRICS 

OF THE HEXAGONAL SYSTEM
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Abstract. The work is aimed at studying the effect of initial mechanical, temperature and electrostatic 
influences on the change in the deformed state and physical properties of thermoelectroelastic materials, which 
in their natural state belong to the materials of the 6mm hexagonal symmetry class. It is assumed that the 
initial deformed state induced in the material is homogeneous, the initial temperature effects do not exceed the 
temperature of phase transitions, and the initial electrostatic field is specified by the strength vector. The study 
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is based on the use of linearized constitutive relations, equations of motion of thermoelectroelastic media, 
electrostatic equations and heat propagation equations obtained within the framework of the theory of imposing 
small deformations on finite ones. Matrix representations of tensors of elastic and piezoelectric moduli of a 
prestressed material are presented, clearly illustrating the influence of initial mechanical and temperature, 
as well as electrostatic influences on the properties of a pyropiezoelectric material. Within the framework 
of the proposed approach, using CdSe as an example, the separate and combined influence of the type and 
magnitude of initial mechanical stresses, electrical and thermal effects on the nature of induced deformations 
and transformation of the properties of the material was studied. The types of mechanical influences leading to 
maximum values of electrical induction are determined. The influence of the nature of temperature effects in 
the absence of initial mechanical stresses on the magnitude and direction of the electrical induction vector is 
shown. The patterns of influence of the initial high-intensity electrostatic field on the elastic and piezoelectric 
properties of the material have been revealed. The research results are presented in the form of graphs and may 
be of particular interest in the development, design and optimization of pyropiezoelectric materials used in the 
creation of new micro- and nano-sized devices.

Keywords: thermoelectroelasticity, initial mechanical stress, preheating, initial deformed state, electrostatic 
field strength, electrical induction.

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время большое внимание привле-
чено к разработке устройств с участием пиропье-
зоэлектрических, пьезомагнитных и пьезоэлектри-
ческих материалов, применяемых в высокотехно-
логичных отраслях промышленности (приводы 
для активного управления, ультразвуковые генера-
торы, фильтры, термоакусто-пьезоэлектрические 
преобразователи энергии, датчики для обработки 
сигналов и  т.д.). Одними из первых работ, в ко-
торых получены определяющие соотношения и 
уравнения движения термо-пьезоэлектрических 
кристаллов и пластин, сформулированы основные 
теоремы, изучены физические законы термо-пьезо-
электрических материалов, являются работы [1–3]. 
В статьях [4; 5] обобщена теория термо-пьезоэлек-
тричества Миндлина в предположении конечной 
скорости распространения тепловых возмущений, 
построена обобщенная линейная термоупругая тео-
рия пьезоэлектрических сред. Позднее обобщенная 
теория была использована при исследовании осо-
бенностей распространения поверхностных волн 
в полуограниченных термоэлектроупругих средах. 
В  работах [6;  7] исследованы фазовые скорости, 
коэффициенты затухания и удельные потери по-
верхностных волн в зависимости от частоты. В ста-
тьях [8; 9] изучаются задачи отражения и прохож-
дения волн в пироэлектрической и пьезоэлектриче-
ской средах, получены математические выражения 
для электрических перемещений, напряжений, ам-
плитуд и энергетических соотношений. 

Для исследования смешанных задач динамики 
термоэлектроупругих сред с разрывными гранич-

ными условиями предложен метод, позволяющий 
изучать поведение материалов с покрытиями в ус-
ловиях гармонических воздействий [10]. Покрытия 
предполагаются двумерными деформируемыми 
объектами с усредненными по толщине параметра-
ми, которые находятся на трехмерной деформируе-
мой подложке в виде слоя. Особое место занимает 
изучение особенностей распространения как по-
верхностных акустических, так и объемных волн 
в предварительно напряженных материалах. Так, в 
работах [11;  12] исследовано влияние начальных 
механических напряжений на распространение 
объемных волн и поверхностных акустических 
волн в составных однородных и неоднородных 
структурах из пьезоэлектрических и пьезомагнит-
ных материалов. В  статье  [13] изучено влияние 
начальных напряжений на характеристики отраже-
ния плоских волн на свободной поверхности пье-
зотермоупругого композита. Влияние начальных 
напряжений учитывалось аддитивными составля-
ющими в уравнениях движения, начально-дефор-
мированное состояние материала не рассматри-
валось. В  ряде более ранних работ, в частности 
[14–16], в рамках модели гиперупругого сжимае-
мого материала показано существенное влияние 
начальной деформации на изменение физических 
свойств преднапряженных материалов, отсутствие 
характерной для естественного состояния симме-
трии упругих пьезо- и диэлектрических модулей, 
изменение скорости и характера распространения 
объемных и поверхностных упругих и электро-
упругих акустических волн. В  статье  [16] в рам-
ках наложения малых деформаций на конечные 
проведена последовательная линеаризация опре-
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деляющих соотношений и уравнений движения 
нелинейной механики электроупругой среды как в 
системе координат Лагранжа, связанной с естест
венной конфигурацией материала, так и в системе 
координат Эйлера, связанной с конфигурацией в 
преднапряженном состоянии. В  работе  [17] пред-
ложен численно-аналитический метод исследо-
вания ПАВ неоднородной предварительно напря-
женной электроупругой среды в виде однородного 
полупространства с неоднородным функционально 
градиентным покрытием. Использование числен-
ных методов позволило построить интегральное 
представление, описывающее движение произ-
вольной точки среды, и дисперсионное уравнение, 
решение которого определяет основные характе-
ристики ПАВ. Полученные линеаризованные со-
отношения и предложенные подходы позволили 
детально исследовать влияние вида и величины 
начально-деформированного состояния, наведен-
ного в материале за счет начальных механических 
и электростатических воздействий, на особенности 
поведения ПАВ в однородных и неоднородных со-
ставных электроупругих структурах. Влияние те-
пловых воздействий не учитывалось. В статье [18] 
в рамках теории наложения малых деформаций 
на конечные проведена последовательная линеа-
ризация определяющих соотношений нелинейной 
механики преднапряженной термоэлектроупругой 
среды. Удержание в термодинамическом потен-
циале членов второго порядка по деформациям, 
электрическому полю и отклонению температуры, 
с одной стороны, позволило получить достаточно 
простые и удобные для использования формулы, 
с другой стороны, дало возможность учесть вли-
яние нелинейных эффектов воздействия тепла и 
механических деформаций на изменение исходных 
свойств материала. 

Цель настоящей работы – изучить влияние ха-
рактера и величины начальных механических, те-
пловых и электростатических воздействий на де-
формированное состояние термоэлектроупругого 
материала класса симметрии 6mm гексагональной 
сингонии, изменение его упругих, пьезоэлектриче-
ских и диэлектрических свойств.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается предварительно напряженная 
термоэлектроупругая среда, напряженно-дефор-
мированное состояние (НДС) которой однородно и 

наводится за счет действия механических напряже-
ний, электростатического поля и начальной темпе-
ратуры (среда предварительно нагрета или охлаж-
дена) [2; 3; 18]:

R = r ∙ Λ,   G = Λ ∙ ΛT,   Λ = δijvirirj,
φ0 = −E0 ∙ R,   θ = T1,   vi = const.

Здесь R, r – радиус-векторы точки среды в НДС 
и в естественном состоянии (ЕС) соответственно, 
vi = 1 + δi, δi – главные относительные удлинения во-
локон, направленных вдоль координатных осей xk, 
совпадающих в естественной конфигурации с де-
картовыми координатами, δij  – символ Кронекера, 
φ0 – электрический потенциал, E0 – напряженность 
начального внешнего электростатического поля, 
T1 – температура тела в НДС. Полагаем, что состо-
яние 

S = 0,   W = 0,   θ = T0                   (2)
является состоянием с минимальной свободной 
энергией; S,  W,  θ  – тензор деформации Коши  ‒ 
Грина, «материальный» вектор напряженности 
внешнего электрического поля и температура. 

В рамках линеаризованной теории наложения 
малых деформаций на конечные динамика пред-
варительно напряженного термоэлектроупругого 
тела в лагранжевой прямоугольной системе коор-
динат x1, x2, x3, связанной с ЕС, представляется ли-
неаризованными уравнениями движения, вынуж-
денной электростатики и теплопроводности [18]:

На поверхности термоэлектроупругого тела могут 
быть рассмотрены следующие граничные условия:
механические на o = o1 + o2:

 
(4)

2 2

* ,o o=u u                             (5)

электрические на o = o3 + o4:

3 3

* ,o og⋅ = −n d                         (6)

4 4

* ,o oϕ = ϕ                             (7)

тепловые на поверхности o = o5 + o6:

5 5

* ,o oh⋅ = −n h                         (8)

6 6

* .o oT T=                            (9)

(1)

0 0,∇ ⋅ =d
(3)
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Здесь 0∇ – оператор Гамильтона; Θ  − лине-
аризованный тензор напряжений преднапряжен-
ной среды; ρ0  – плотность недеформированного 
тела; u = {u1,u2,u3} – вектор смещений; u*, t*, n – 
векторы перемещений, напряжений и внешней 
нормали к поверхности среды соответственно, 
определенные в естественной системе координат 
(звездочкой отмечены заданные в соответствую-
щей области величины); g*, φ*, h*, T* – плотность 
распределения заряда, электрический потенциал, 
поток тепла и температура соответственно. 

Участвующие в представлении краевой за-
дачи (3)–(9) линеаризованные тензор напря-
жений Пиолы, тензор напряжений Пиолы – 
Максвелла, «материальный» вектор индукции, 
вектор потока тепла и энтропия П, m, d, h 
и η определяются соотношениями (дифферен-
цирование по координатам отмечено индексами 
после запятой): 

Участвующие в выражениях (10) и (11) clksp  – 
компоненты тензора IV  ранга упругих констант 
II  порядка, который характеризует линейную де-
формацию при постоянной температуре и элек-
трическом поле; βij – компоненты тензора II ранга 
констант диэлектрической восприимчивости, свя-
занные с компонентами тензора диэлектрической 
проницаемости εij соотношениями εkn = ε(0)δkn + βkn, 
ε(0) – диэлектрическая проницаемость вакуума; eijk – 
компоненты тензора III  ранга  – тензорные пьезо
электрические константы II  порядка, связанные 
с электроакустическими эффектами (изменение ско-
рости акустических волн под действием приложен-
ного электрического напряжения); qij – коэффици-
енты термоупругости; λii – компоненты тензора ко-
эффициентов удельной теплопроводности; pk – ком-
поненты вектора пироэлектричества; cε – удельная 
теплоемкость; Pij – компоненты тензора Кирхгофа.

Представим компоненты линеаризованного тен-
зора напряжений и «материального» вектора ин-
дукции в виде

С учетом свойств материала и выражений  (11) 
приведем более наглядное матричное представле-
ние 

*
lkspc :

для *
lkpe , участвующих в представлении Пlk, и *

lspe , участвующих в представлении ldΠ ,

(13)

(10)

(11)

(12)
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Из (14) видно, что в отличие от ЕС матрица ed* в НДС уже не является транспонированной матрицей eП*. 
Матричное представление для *

lkspζ , *
lkpψ  и    *

lspψ  имеет вид:

15 1 15 3

15 2 15 3

31 1 31 2 33 3

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 .

0 0 0 0 0 0

e v e v
e v e v

e v e v e v

 
 =  
 
 

d*e (14)

,  (15)

(16)

Использованы обозначения:

Из (10)–(12) и матричных представлений (13)–(16) 
следует, что свойства среды учитываются в коэф-
фициентах компонент Пlk, ,ldΠ hl и энтропии  η, 

коэффициенты компонент mlk, 
m
ld определены на-

правлением и величиной напряженности началь-
ного электростатического поля, при этом все 
зависят от характера и величины начальных де-
формаций. 

Для прозрачности дальнейшего изложе-
ния введем расширенные векторы смещения 
uET = {u1,u2,u3,u4 = φ, u5 = T} и нагрузки fET = {f1,f2,f3,f4 = 
= −g*, f5 = −h*} и используем обозначения
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(17)

(18)

Далее перейдем к безразмерным нормализован-
ным параметрам [6; 18]. 

Здесь индексом «0» отмечены параметры мате-
риала в ЕС; E, Ep, Eη – безразмерные нормирующие 
множители.

В безразмерных параметрах (далее штрихи опу-
щены) линеаризованные уравнения  (3) с учетом 
(10)–(16) и обозначений (17), (18) принимают вид:

(19)

Граничные условия (4)–(9) представляются вы-
ражениями:
на поверхности:

*
1 2( , ),k ku u x x=    (х1,х2) ∈ o1,

Θ3k = fk(x1,x2),   k = 1,2,3,   (х1,х2) ∈ o2,

u5 = φ*(x1,x2),   (х1,х2) ∈ o3,
d3 = f4(x1,x2),   (х1,х2) ∈ o4,

u5 = T*(x1,x2),   (х1,х2) ∈ o5,
λ33u5,3 = f5(x1,x2),   (х1,х2) ∈ o6,

на бесконечности:
x3 → −∞,   uk → 0,   k = 1,2,...,5.          (23)
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ний, вектора индукции и потока тепла в безразмер-
ном виде могут быть записаны: 

Θ31 = θ3122u2,2 + θ3133u3,3 + θ3123u2,3 + θ3132u3,2 +
+ θ3113u1,3 + θ3131u3,1 + θ3121u2,1 +

+ Ep(θ3141u4,1 + θ3143u4,3),
Θ32 = θ3211u1,1 + θ3133u3,3 + θ3123u2,3 + θ3132u3,2 +

+ θ3113u1,3 + θ3131u3,1 + θ3112u1,2 +
+ Ep(θ3142u4,2 + θ3143u4,3),

Θ33 = θ3311u1,1 + θ3322u2,2 + θ3333u3,3 + θ3323u2,3 +
+ θ3313u1,3 + θ3312u1,2 + θ3321u2,1 +

+ Ep(θ3341u4,1 + θ3142u4,2 + θ3343u4,3) + θ3355u5,
d3 = θ3411u1,1 + θ3422u2,2 + θ3433u3,3 + θ3423u2,3 +

+ θ3432u3,2 + θ3413u1,3 + θ3431u3,1 +
+ Eηθ3443u4,3 + θ3555u5, h3 = −λ33u5,3.

Следует отметить, что, в отличие от приведен-
ных в работе  [18], компоненты линеаризованных 
тензора напряжений, вектора индукции и потока 
тепла при учете начального электростатического 
поля принимают более сложный вид (24). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НДС

В силу (1), (2) НДС материала полагается од-
нородным, создается за счет действия механиче-
ских напряжений, однородного электростатиче-
ского поля и температуры, определяется в лагран-
жевой системе координат тензором напряжений 
Кирхгофа  (11) и материальной формой вектора 
электрической индукции. При наличии начального 
электрического поля компоненты в декартовой си-
стеме координат имеют вид [18]:

(25)

0
kW  – заданные компоненты вектора напря-

женности начального электростатического поля; 
(T1  −  T0)  = ΔT  – определяют предварительные на-
грев или охлаждение материала относительно 
T0  =  298  K. В  силу свойств термоэлектроупругих 
материалов симметрии  6mm и условий  (1) систе-
ма (25) принимает вид:

(26)

Таким образом, для определения параметров 
НДС получаем 6  уравнений  (26), связывающих 
шесть компонент тензора напряжений и вектора 
электрической индукции с шестью компонента-
ми тензора деформаций и вектора напряженности 
электрического поля. В работе использована лицен-
зированная программа расчета параметров НДС для 
термоэлектроупругих материалов симметрии 6mm 
в исходном состоянии  [19]. Предусмотрены раз-
личные способы задания НДС: через начальные 
деформации vi и вектор напряженности начального 
электростатического поля W; через напряжения Pkk 
и вектор электрической индукции d или вектор на-
пряженности  W; через вектор напряженности  W, 
деформацию  v вдоль одной оси и условий, нала-
гаемых на напряжения, действующие в плоскости 
ортогональной выбранной оси.

В работе рассмотрены следующие виды НДС:
‒ в отсутствие начального электростатического 

поля и температуры: 
• одноосные – 1xi (Pii = P, Pjj = Pkk = 0, i ≠ j ≠ k, 

W = {0,0,0}, ΔT = (T1 − T0) = 0), 
• двухосные ‒ 2xi (Pii = 0, Pjj = Pkk = P, i ≠ j ≠ k, 

W = {0,0,0}, ΔT = 0), 
• гидростатическое ‒ 3x (P33 = P, P11 = P22 = 0, 

W = {0,0,0}, ΔT = 0); 
‒ при наличии начальной температуры и в от-

сутствие электростатического поля ‒ 1xiT ± (Pii = P, 
Pjj = Pkk = 0, i ≠ j ≠ k, W = {0,0,0}, ΔT = ±τ); 

‒ при наличии начального электростатического 
поля и в отсутствие температуры ‒ 1x1W3

± (P11 = P, 
P22 = P33 = 0, W = {0,0,W3

0 = ±W 0}, ΔT = 0);
‒ при наличии электростатического поля 

и начальной температуры  ‒ 1x1W3
±T ± (P11  =  P, 

P22 = P33 = 0, W = {0,0,W3
0 = ±W 0}, ΔT = ±τ). 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ

Исследование влияния начальных воздействий 
на изменение свойств термоэлектроупругих мате-
риалов класса  6mm проведено на примере пиро
электрика CdSe: 
ρ0 = 5504 кг/м3, 
с11 = 7,41 · 1010 Н/м2, 
с12 = 4,52 · 1010 Н/м2, 
с13 = 3,93 · 1010 Н/м2, 

(24)
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с33 = 8,36 · 1010 Н/м2, 
с44 = 1,32 · 1010 Н/м2, 
с66 = 1,445 · 1010 Н/м2, 
e15 = −0,138 Кл/м2, 
e31 = −0,159 Кл/м2, 
e33 = 0,347 Кл/м2, 
ε11/ε

(0) = 9,33, 
ε33/ε

(0) = 10,2, 

q11 = q22 = 0,621 · 106 Н/м2/K, 
q33 = 0,551 · 106 Н/м2/K, 
λ11 = λ22 = λ33 = 9 Вт/м/K, 
р3 = −2,94 · 1010 Кл/м2/K, 
cε = 260 Дж/кг/K.

В силу (1), (2), (25), (26) при расчете параметров 
НДС величину наведенных начальных деформаций 
определяют механические напряжения, действую-

Рис. 1. Зависимость начальных напряжений (а, в, д) и вектора индукции (б, г, е) от деформации: а, б – без учета температуры и 
электростатического поля, различные виды НДС; в, г – НДС 1x1T ±; д – влияние 0

3W , НДС 1 31xW ± ; е – НДС 1x3T ±.
Fig. 1. Dependence of initial stresses (a, в, д) and induction vector (б, г, е) on deformation: a, б – without taking into account temperature 
and electrostatic field, various types of stress strain states (SSS); в, г – SSS 1x1T ±; д – influence 0

3W , SSS 1 31xW ± ; e – SSS 1x3T ±.
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щие вдоль главных осей, изменение температуры 
относительно исходной  T0 и компонента  W3

0 век-
тора напряженности начального электростатиче-
ского поля. Следует отметить, что в представлении 
линеаризованных тензора напряжений Пиолы  – 
Максвелла и вектора индукции (10), (11) участвуют 
все компоненты вектора напряженности начально-
го электростатического поля  W  (15),  (16). Их на-
личие приводит к появлению новых, отличных от 
нуля элементов в матрице связи, однако их значе-
ние не велико. Более значимое влияние на измене-
ние упругих, пьезоэлектрических и термоупругих 
свойств оказывает W3

0.
На рисунке 1 показана зависимость начальных 

напряжений от деформации при различных видах 
механических воздействий (рис. 1а), с учетом вли-
яния начальных температур (рис. 1в) и электроста-
тического поля (рис. 1д) при одноосном НДС 1x1. 
На рисунках  1б,  г,  е приведена зависимость от 
деформации компоненты вектора электрической 
индукции, наведенной в материале действием ме-
ханических напряжений, при различных видах 

НДС (рис. 1б), с учетом начальных температур при 
НДС 1х1 (рис. 1г) и НДС 1х3 (рис. 1е). Точками на 
рисунках  1а,  б отмечены максимально допусти-
мые растяжения для двухосных  НДС. Сплошная, 
штриховая, штрихпунктирная и пунктирная ли-
нии на рисунках 1в, г, е отвечают значениям τ = 0, 
±0,04, ±0,08, ±0,12 (τ = 0,04 соответствует измене-
нию температуры на  12° вне зоны фазовых пере-
ходов). Сплошная, штриховая, штрихпунктирная 
и пунктирная линии на рисунке 1д соответствуют 
W 0 = 0, 0,01, 0,05, 0,1 (W 0 = 0,1 соответствует на-
пряженности 1 · 106 В/м).

При сравнении рисунков 1а и б видно, что на-
веденные деформации достигаются максималь-
ными значениями механических напряжений при 
НДС  3х, однако электрической индукции в этом 
состоянии не возникает [20]. Механические напря-
жения НДС 1х1 и 1х2, как и при НДС 2х1 и 2х2, равны 
(рис. 1а); среди одноосных большие механические 
усилия требуются при 1х3, среди двухосных – при 
НДС 2х3. Рисунок 1б иллюстрирует прямой пьезо-
электрический эффект, когда электрическая индук-

Рис. 2. Зависимость деформаций от напряжений: а – НДС 1х1; б – НДС 1x1T ±; в – НДС 1 31xW T− ± ; г – НДС 1 31xW T+ ± .
Fig. 2. Dependence of strain on stress: a – SSS 1х1; б – SSS 1x1T ±; в – SSS 1 31xW T− ± ; г – SSS 1 31xW T+ ± .
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ция наводится в материале за счет механических 
воздействий. Максимальные значения  d3 достига-
ются при НДС 2х3 и 1х3 (рис. 1б), значения d3 при 
НДС 1х1 и 1х2, как и при НДС 2х1 и 2х2, совпадают, 
но противоположны по направлению относительно 
НДС 1х3. На рисунках 1г, е видно влияние началь-
ных температурных и механических воздействий 
на электрическую индукцию при одноосных НДС 
1х1 и  1х3. В  частности, проиллюстрирован пиро
электрический эффект: в отсутствие механической 
деформации (v = 1) наводится электрическая индук-
ция 1 3,T Td d± ± , значение которой пропорционально 
изменению температуры. Из рисунков 1в, д видно, 
что изменение начальной температуры, как и на-
правленность вектора напряженности начального 
электростатического поля, при равном значении P 
может либо увеличивать, либо уменьшать величи-
ну наведенной деформации; в отсутствие механи-
ческих воздействий P = 0, воздействие начальной 
температуры и начальных электростатических по-
лей наводит в материале деформации Tv±  и Wv± .

На рисунке 2 в рамках одноосного НДС 1х1 по-
казана зависимость деформаций  vi вдоль осей от 

Рис. 3. Влияние начальных механических напряжений и температуры на изменение упругих свойств материала, НДС 1x1T ±.
Fig. 3. The influence of initial mechanical stresses and temperature on the change in the elastic properties of the material, SSS 1x1T ±.

напряжений в отсутствие (рис. 2а) и при наличии 
начальных температурных (рис. 2б) и электро-
статических (рис. 2в, г) воздействий. Сплошная, 
штрихпунктирная и штриховая линии на рисунках, 
как и на рисунке 1в, отвечают значениям τ = 0, 0,04, 
−0,04. На рисунках 2в, г показано влияние ориен-
тации вектора напряженности начального электро-
статического поля для W 0, равное −0,1, 0,1 соответ-
ственно.

Из рисунков 2а, б видно, как в рамках НДС 1х1 
изменяются значения деформаций вдоль осей в за-
висимости от величины механического напряже-
ния P в отсутствие и при наличии температурных 
воздействий. Следует отметить, что в силу свойств 
материала влияние изменения температуры на де-
формацию вдоль оси х3 несколько меньше, чем на 
деформации вдоль осей х1 и  х2. В  целом темпе-
ратурные воздействия (вне фазовых переходов) 
приводят к изменениям значений деформаций, ха-
рактер которых определяется видом и величиной 
механических воздействий. Совершенно иное воз-
действие оказывает начальное электростатическое 
поле (рис. 2в, г) большой напряженности: происхо-
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Рис. 4. Влияние начальных механических напряжений и температуры на изменение пьезоэлектрических свойств материала, 
НДС1x1T ±.
Fig. 4. The influence of initial mechanical stresses and temperature on the change in the piezoelectric properties of the material, SSS 1x1T ±.

дит качественное изменение характера деформаций 
вдоль осей х3 и х2, которое зависит от направленно-
сти W3.

На рисунках 3 и 4а, б представлено изменение 
участвующих в представлениях  (17), (19)–(24) 
упругих θiiii, θiijj, θijij, θijji (i, j = 1,2,3) (рис. 3) и пье-
зоэлектрических  θii4p (рис.  4) свойств материала в 
зависимости от величины начальных механических 
и температурных воздействий в рамках НДС 1x1T ±. 
Следует отметить, что приведенные на рисун-
ках 3 и 4 компоненты θlksp участвуют в определении 
скоростей ПАВ, компоненты θ1111, θ2222, θ3333 и θ1313, 
θ2323, θ1331, θ2332  – в определении скоростей объем-
ных волн в преднапряженном термоэлектроупру-
гом материале. Как и на рисунках 2б–г, сплошная, 
штрихпунктирная и штриховая линии на рисун-
ках 3, 4 отвечают значениям τ = 0, 0,04, −0,04. 

Приведенные на рисунке 3 компоненты θ1111, 
θ2222, θ3333 (рис. 3а) соответствуют в ЕС с11, с22 = с11, 
с33, θ1122, θ1133, θ2233 (рис. 3б) отвечают в ЕС с12, с13, 
с23 = с13, θ1313, θ2323, θ1331, θ2332 (рис. 3в, г) в ЕС пред-
ставляют одну константу  с44. Из рисунков видно, 

что определяющими в изменении упругих свойств 
материала являются величина и вид механических 
напряжений P, температурные воздействия сказы-
ваются на значениях модулей, сохраняя их каче-
ственное поведение. Следует отметить различие в 
изменении значений упругих модулей: так, в рам-
ках НДС  1x1T + и НДС  1x1T − максимальные изме-
нения T T

lksp lksp
+ −∆ = θ − θ  претерпевают θ1111 и θ2222, 

минимальные ‒ θ2332 и θ1331. 
На рисунке 4 показано влияние начальных меха-

нических напряжений и температуры на изменение 
пьезоэлектрических свойств материала θii43, θij42, 
θij41, которые в ЕС соответствуют e31(θ1143), e32(θ2243), 
e33(θ3343), e15(θ3141, θ1341, θ3242, θ2342).

Как и в случае упругих модулей, изменение пье-
зоэлектрических свойств определяется видом и ве-
личиной действия начальных механических напря-
жений. Учет предварительного нагрева или охлаж-
дения приводит к изменению значений пьезоэлек-
трических модулей, не изменяя характер поведения. 
Из сравнения рисунков 4а, б видно, что преднагрев 
(штрихпунктирная линия) приводит к увеличению 

ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ...                                             13



НАУКА ЮГА РОССИИ     2023     Том 19     № 4

Рис. 5. Влияние механических напряжений, величины и направленности напряженности электростатического поля на изменение 
упругих свойств материала, НДС 1 31xW ± .
Fig. 5. The influence of mechanical stresses, magnitude and direction of the electrostatic field strength on the change in the elastic properties 
of the material, SSS 1 31xW ± .

абсолютной величины пьезоэлектрических моду-
лей. Следует отметить, что в настоящей работе ис-
следовано влияние незначительных температурных 
воздействий. Учет больших начальных температур 
существенно меняет свойства материала, выходит 
за рамки линеаризованной теории и требует при-
влечения нелинейных соотношений. 

Изменение упругих и пьезоэлектрических 
свойств материала в зависимости от величины на-

чальных деформаций, наведенных за счет механи-
ческих и электростатических воздействий в рамках 
НДС  1 31x W ± , представлено на рисунках 5 и  6. Как 
и на рисунке 1г, сплошная, штриховая, штрихпун-
ктирная и пунктирная линии отвечают значениям 
W 0 = 0, 0,01, 0,05, 0,1.

Из рисунков видно, что ориентацией вектора 
напряженности начального электростатического 
поля можно эффективно управлять упругими пара-
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Рис. 6. Влияние механических напряжений, величины и направленности напряженности электростатического поля на изменение 
пьезоэлектрических свойств материала, НДС 1 31xW ± .
Fig. 6. The influence of mechanical stresses, magnitude and direction of the electrostatic field strength on the change in the piezoelectric 
properties of the material, SSS 1 31xW ± .

метрами материала, либо увеличивая, либо умень-
шая значения упругих модулей. В пределах одного 
направления (НДС  1 31x W + ) при увеличении напря-
женности  W 0 значения модулей θ1111, θ1133, θ3333 и 
θ2332 увеличиваются, в то время как значения θ2222, 
θ1122 уменьшаются. Для модулей θijij характерна за-
висимость величины изменения модулей не толь-
ко от значения W 0, но и от характера деформации 
(рис. 5г, д). 

На рисунке 6 показано совместное влияние 
начальных механических и электростатических 
воздействий на изменение пьезоэлектрических 
свойств материала θ2243, θ3343, θ2342, θ3242, которые в 
ЕС соответствуют е32, е33, е15.

Как и в предыдущем случае, наличие начально-
го электростатического поля существенно меняет 
пьезоэлектрические свойства материала, при этом 
отмечается различное влияние на определенные 
модули. Так, в рамках НДС  1 31x W +  значение  θ3343 
увеличивается, в то время как абсолютная величи-
на θ2243 уменьшается (рис. 6а, б). В отсутствие ме-
ханической деформаций (v  =  1, сплошная линия) 

модули θ2342 и θ3242 принимают значения, равные е15 
материала в ЕС, наличие начального электростати-
ческого поля 1 31x W +  существенно уменьшает вели-
чину θ2342 и увеличивает θ3242 (рис. 6в, г).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках линеаризованной теории термоэлек-
троупругости разработана модель термоэлектро-
упругой среды класса  6mm гексагональной син-
гонии, подверженной начальным механическим, 
тепловым и электростатическим воздействиям. 
Полагается, что наведенное в материале НДС одно-
родно, начальные тепловые воздействия не превы-
шают температуры фазовых переходов, начальное 
электростатическое поле задано вектором напря-
женности. 

Исследовано раздельное и совместное влияние 
вида и величины начальных воздействий как на 
характер наводимых деформаций, так и на изме-
нение упругих и пьезоэлектрических свойств ма-
териала. Показано характерное для рассматривае-
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мого класса пироэлектриков наличие пьезо- и пи-
роэффектов: появление электрической индукции 
при действии механических напряжений вдоль 
осей и ее отсутствие при гидростатическом воз-
действии; появление электрической индукции под 
действием температуры в отсутствие механиче
ских напряжений. Установлены виды механи
ческих воздействий, приводящих к максимальным 
значениям электрической индукции. Показано, что 
при совместном тепловом и механическом воздей-
ствии определяющую роль в характере наведен-
ных деформаций играют механические напряже-
ния. Изменение температуры может либо усилить, 

либо ослабить их действие. При совместном меха-
ническом и электростатическом воздействии нали-
чие начального электростатического поля большой 
напряженности в зависимости от его направлен-
ности приводит к качественным изменениям ха-
рактера деформаций. Показаны различия в транс-
формации упругих и пьезоэлектрических свойств 
материала в зависимости от характера наведенных 
деформаций.

Работа выполнена в рамках реализации госзада-
ния Южного научного центра Российской академии 
наук (№ госрегистрации 122020100343-4).
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