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Аннотация. Контактные задачи с деформируемыми штампами с целью построения высокоточных 
решений практически не исследованы. Проблема состоит в сложности решения граничной задачи для 
деформируемого штампа. 

Один из подходов для построения решения такой контактной задачи состоит в разложении решения 
граничной задачи для штампа по собственным функциям, отвечающим граничной задаче. Однако если 
область постановки граничной задачи является неклассической, а реология материала сложная, то та-
кая контактная задача имеет труднопреодолимые сложности. 

Другой подход для построения высокоточного решения контактной задачи с деформируемым штам-
пом состоит в привлечении новых топологических методов исследования и решения граничных задач 
для штампов – это метод блочного элемента. Однако здесь надо иметь в виду, что доступные для анали-
тического построения блочных элементов неклассические области достаточно ограниченны. Тем не ме-
нее их можно использовать как аппроксимирующие более сложные в связи с практической важностью 
контактных задач, в том числе динамических, в инженерной практике.

Метод блочного элемента имеет достоинства в контактных задачах с деформируемыми штампами. 
Они состоят в следующем. Суммой решений отдельных граничных задач для деформируемых штам-
пов простой реологии можно представить решение граничной задачи для системы дифференциальных 
уравнений. Однако это не единственное достоинство блочных элементов в контактных задачах с дефор-
мируемыми штампами. Можно решать контактные задачи с деформируемым штампом в тех неклас-
сических областях, в которых удается построить блочные элементы. К ним относятся полуплоскости, 
четверти плоскостей, полуполосы, круги, секторы, клиновидные области, полосы, прямоугольники. 
Области весьма естественно согласуются с интегральным уравнением Винера ‒ Хопфа, участвующим 
в описании контакта деформируемого штампа с деформируемым основанием в области контакта. По-
становка и метод решения контактной задачи с деформируемым штампом описанным выше подходом 
позволяет выявлять уравнения резонансных частот.

Ключевые слова: деформируемые штампы, блочные топологии, уравнение Винера ‒ Хопфа, кон-
тактные и смешанные задачи.

ABOUT THE CONTACT PROBLEM WITH THE SYSTEM DEFORMABLE STAMPS

V.S. Evdokimov1, O.M. Babeshko1

Abstract. Contact problems with deformable dies, in order to build high-precision solutions, have not 
been practically investigated. The problem is the complexity of solving the boundary value problem for a 
deformable die. One of the approaches for constructing a solution to such a contact problem is to decompose 
the solution of the boundary value problem for a stamp into eigenfunctions corresponding to the boundary 
value problem. However, if the domain of the boundary value problem is nonclassical, and the rheology of the 
material is complex, then such a contact problem has difficulties. Another approach for constructing a high-
precision solution to the contact problem with a deformable die is to use new topological research methods and 
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solve boundary problems for stamps ‒ this is the block element method. However, it should be borne in mind 
here that the nonclassical areas available for the analytical construction of block elements are quite limited. 
Nevertheless, they can be used as approximating more complex ones, due to the practical importance of 
contact problems, including dynamic ones, in engineering practice. The block element method has advantages 
in contact problems with deformable dies. They are as follows. The sum of solutions of individual boundary 
value problems for deformable stamps of simple rheology, could be solving a boundary value problem for a 
system of differential equations. However, this is not the only advantage of block elements in contact problems 
with deformable dies. It is possible to solve contact problems with a deformable die in those non-classical areas 
in which it is possible to build block elements. These include half planes, quarter planes, half stripes, circles, 
sectors, wedge-shaped areas, stripes, and rectangles. This is very naturally consistent with the Wiener-Hopf 
integral equation, which is involved in describing the contact of a deformable die with a deformable base in the 
contact area. Formulation and method of solving the contact problem with a deformable die, using the approach 
described above, allow to identify the equations of resonant frequencies.

Keywords: deformable dies, block topologies, Wiener-Hopf equation, contact and mixed problems.

ВВЕДЕНИЕ

Достаточно много работ посвящено решению 
различных контактных задач. Некоторые из них 
отражены в монографиях [1‒5]. В последнее время 
возрос интерес к контактным задачам с деформиру-
емым штампом. Эти контактные задачи требуют не 
только решения соответствующего интегрального 
уравнения, но также и граничной задачи для дефор-
мируемого штампа. Решения доступны численным 
методом. Однако практика показала, что при всей 
универсальности этого подхода численные методы 
всегда имеют априорные погрешности в некоторых 
граничных задачах с негладкими решениями. При-
мером может служить обнаружение нового типа 
землетрясений, названных стартовыми, а также де-
фектов в среде, названных трещинами нового типа, 
имеющими механизм разрушения, отличающийся 
от механизма в трещинах Гриффитса. Поэтому по-
иск более углубленных методов исследования кон-
тактных задач с деформируемым штампом пред-
ставляется актуальной задачей. Один из подходов 
предложен в работе  [6]. Он предполагает приме-
нять для моделирования штампов сложной реоло-
гии возможность разложения решений граничных 
задач в таких средах по решениям граничных за-
дач в средах простых реологий. Простые реологии 
описываются блочными элементами для уравнений 
Гельмгольца. Эти математические объекты состав-
ляют дискретные топологические пространства и 
удобны для моделирования наночастиц и процес-
сов нанотехнологий. Топология во все большей сте-
пени проникает в разные прикладные направления 
науки [7–13]. В  настоящей работе совокупность 
блочных элементов применяется в контактной за-

даче с деформируемым штампом, что дает возмож-
ность описывать деформируемые штампы.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

На верхней границе слоя вводится декартова си-
стема координат таким образом, что ось ox3 направ-
лена по внешней нормали, остальные оси, ox1 и ox2, 
лежат в касательной плоскости. Предполагается, 
что в области Ω(А ≤ x1 ≤ ∞, |x2| ≤ ∞) действует систе-
ма N деформируемых штампов. При рассмотрении, 
например, среды, описываемой системой уравне-
ний Ламе, предполагается, что в зоне контакта дей-
ствуют только нормальные напряжения. Вне штам-
па напряжения отсутствуют. Методом, описанным 
в работе  [1], смешанная задача в случае жесткого 
штампа сводится к решению интегрального урав-
нения вида

(1)

Здесь qA(x1, х2)  ‒ контактные напряжения под 
штампом; fA(x1, х2)  – перемещения в зоне контак-
та. Используется подход моделирования штампа 
сложной реологии набором штампов, описываемых 
уравнениями Гельмгольца [14]. Таким образом, раз-
работанный авторами подход открыл возможность 
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блочного элемента φA1(x1), предварительно приме-
нив к ним преобразование Фурье. В результате по-
лучаются соотношения вида

   (4)

К этому соотношению добавляется N − 1 урав-
нение механических связей между блочными эле-
ментами с учетом того, что имеет место свойство 
TAn(α1) = QAn + 1(α1), n = 1,2,..., N.

Эти соотношения, отражающие равенства пере-
мещений блочных элементов, имеют вид 

                     (5)

Таким образом, для определения N неизвестных 
QAn(α1), n = 1,2,..., N  имеется N уравнений. Внеш-
нее воздействие, оказываемое на площадь блочно-
го элемента номера  N, имеет обозначение TAN(α1). 
Кроме этого, каждый блочный элемент имеет гра-
ничные условия, действующие по границе, кото-
рые относятся к внешним воздействиям и описаны 
внешними формами. В соотношении (4) EA1(α1) есть 
часть поверхности границы многослойной среды, 
свободная от контакта.

Объединив члены, содержащие преобразования 
Фурье контактных напряжений, и применив к этим 
равенствам обращение Фурье по параметру α1, полу-
чаем интегральное уравнение Винера ‒ Хопфа вида

   (6)

Заметим, что уравнение содержит в правой ча-
сти неизвестные функции и функционалы от ре-
шений QAn(α1), n  =  2,3,..., N, QAn(kAn), n  =  2,3,..., N 
интегральных уравнений. Они находятся после об-
ращения интегрального уравнения (6) и остальных 
уравнений. Это одна из особенностей, присущая 
контактным задачам для деформируемых штампов.

Решение интегрального уравнения Винера  ‒ 
Хопфа строится традиционным методом и предста-
вимо в виде

В преобразованиях Фурье решение представимо 
в форме

С соотношениями (5) получаем все функции 
QAn(α1) решения контактной задачи. Значения  kn  
вносятся в функции QAn(α1) решений. Так находят-
ся значения QAn(kn) из систем. Знаменатель реше-
ния служит вычислениям частот дискретных ре-
зонансов, в свое время предсказанных академиком 
И.И. Воровичем.

ВЫВОД

Таким образом, в случае наличия деформиру-
емого штампа повышенной реологии надо внача-
ле решение граничной задачи для него разложить 
по  решениям деформируемых штампов простой 
реологии  [14], а затем воспользоваться методом, 
изложенным в настоящей статье.

Исследование выполнено в рамках реализации 
госзадания на 2025  г. при финансовой поддержке 
Минобрнауки, проект FZEN-2023-0006.
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