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Аннотация. Предложен подход к моделированию составных магнитоэлектроупругих структур из 
преднапряженных неоднородных пьезоэлектрического и пьезомагнитного слоев. В качестве структуры 
рассмотрены магнитоэлектроупругие пластины, внешние поверхности которых в отсутствии механи-
ческих напряжений свободно контактируют с вакуумом, на границе раздела слоев выполнены условия 
сцепления. Распространение волн в структуре вызвано действием удаленного источника гармониче-
ских колебаний. Слои выполнены из функционально градиентных материалов, свойства которых доста-
точно произвольным образом меняются по толщине. В каждом из слоев присутствуют начальные де-
формации, наведенные действием начальных механических напряжений. Начально-деформированное 
состояние слоев пластины полагается однородным, неоднородность начального напряженного состоя-
ния обусловлена неоднородностью свойств материалов. Наличие в слоях электрического и магнитного 
полей вызвано действием механических напряжений, связано с проявлением пьезоэлектрического и 
пьезомагнитного эффектов и зависит от пьезоэлектрических и пьезомагнитных свойств материалов. 
В основе предложенного подхода, с одной стороны, лежит использование линеаризованных в лагранже-
вой системе координат, связанной с естественным состоянием материала, определяющих соотношений 
и уравнений движения преднапряженной магнитоэлектроупругой среды. С другой стороны ‒ сведение 
с помощью интегрального преобразования Фурье систем дифференциальных уравнений 2-го порядка 
в частных производных с переменными коэффициентами к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 2-го порядка с переменными коэффициентами. Решение последней строится на основе 
решения системы задач Коши с начальными краевыми условиями. Использование численных методов 
позволяет быстро и эффективно восстанавливать значения неизвестных функций напряжений, переме-
щений, электрических и магнитных потенциалов по толщине слоев, строить интегральное представ-
ление, описывающее движение произвольной точки структуры, и дисперсионное уравнение, решение 
которого определяет основные характеристики поверхностных акустических волн.

Ключевые слова: начальные деформации, начально-деформированное состояние, функционально 
градиентный пьезоэлектрический материал, функционально градиентный пьезомагнитный материал, 
магнитоэлектроупругий материал, системы обыкновенных дифференциальных уравнений, началь-
но-краевые задачи Коши, поверхностные акустические волны (ПАВ), нормальные поверхностные вол-
ны, волны Рэлея ‒ Лэмба.

ON THE PROBLEM OF MODELING PIEZOELECTRIC/PIEZOMAGNETIC PLATES 
FROM PRE-STRESSED FUNCTIONALLY GRADIENT MATERIALS
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Abstract. An approach to modeling composite magnetoelectroelastic structures from prestressed 
inhomogeneous piezoelectric and piezomagnetic layers is proposed. Magnetoelectroelastic plates are considered 
as a structure, the outer surfaces of which in the absence of mechanical stresses freely contact with vacuum, 
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and the adhesion conditions are satisfied at the interface between the layers. Wave propagation in the structure 
is caused by the action of a remote source of harmonic oscillations. The layers are made of functionally graded 
materials, the properties of which vary quite arbitrarily across the thickness. Each of the layers contains initial 
deformations induced by the action of initial mechanical stresses. The initial strain state of the plate layers is 
assumed to be uniform, the inhomogeneity of the initial stress state is due to the inhomogeneity of the material 
properties. The presence of electric and magnetic fields in the layers is caused by the action of mechanical 
stresses, is associated with the manifestation of piezoelectric and piezomagnetic effects and depends on the 
piezoelectric and piezomagnetic properties of materials. The proposed approach is based, on the one hand, 
on the use of linearized in the Lagrangian coordinate system associated with the natural state of the material, 
constitutive relations and equations of motion of a prestressed magnetoelectroelastic medium. On the other 
hand, it is reduced by means of the integral Fourier transform of systems of second-order partial differential 
equations with variable coefficients to a system of ordinary second-order differential equations with variable 
coefficients. The solution of the latter is based on the solution of a system of Cauchy problems with initial 
boundary conditions. The use of numerical methods allows one to quickly and efficiently restore the values of 
unknown functions of stresses, displacements, electric and magnetic potentials across the thickness of layers, 
construct an integral representation describing the motion of an arbitrary point of the structure, and a dispersion 
equation, the solution of which determines the main characteristics of surface acoustic waves

Keywords: initial deformations, initially deformed state, functionally gradient piezoelectric material, 
functionally gradient piezomagnetic material, magnetoelectroelastic material, systems of ordinary differential 
equations, initial-boundary value problems of Cauchy, surface acoustic waves (SAW), normal surface waves, 
Rayleigh-Lamb waves.

ВВЕДЕНИЕ

Исследование физических явлений, возника-
ющих при взаимодействии акустических поверх-
ностных и объемных волн с электрическими и 
магнитными полями в пьезоэлектрических, диэлек-
трических, полупроводниковых и магнитострикци-
онных материалах [1‒4], определило их широкое 
использование в различных приложениях методов 
неразрушающего контроля, количественной ультра-
звуковой и лазерной ультразвуковой диагностики, 
акустической микроскопии. Использование совре-
менных технологий производства широкого спек-
тра уникальных пьезоэлектрических (ПЭ), пьезо-
магнитных (ПМ) и магнитоэлектроупругих (МЭУ) 
материалов с необходимыми эксплуатационными 
характеристиками является базой для создания но-
вых уникальных приборов и устройств на их осно-
ве [5; 6]. В последнее время отмечается возросший 
интерес к изучению внешних и внутренних факто-
ров, влияющих на изменение свойств двухфазных 
МЭУ-материалов, на особенности поведения аку-
стических поверхностных и объемных волн. Такой 
интерес обусловлен разнообразием новых магни-
тоэлектроупругих композитных материалов, обла-
дающих одновременно сегнето электрическими и 
ферромагнитными свойствами, а также их высокой 
способностью к преобразованию энергии. Адекват-
ная оценка динамики МЭУ-материалов, влияния 

пьезоэлектрического и магнито электрического эф-
фектов на поведение поверхностных акустических 
волн (ПАВ) возможна только на основе привлече-
ния точных аналитических или численно-аналити-
ческих решений задач магнитоэлектроупругости. 
В работах [7; 8] для трехмерных анизотропных 
прямоугольных и бесконечно протяженных од-
нородных и многослойных пластин, испытыва-
ющих как поверхностные, так и внутренние на-
грузки, получены точные аналитические решения 
задач магнитоэлектроупругости. В статье [9] для 
изуче ния динамических характеристик слоистых 
МЭУ-структур предложен численно-аналитиче-
ский метод ортогональных полиномиальных разло-
жений. Для трехмерных задач динамической маг-
нитоэлектроупругости в публикации [10] представ-
лен подход к получению новой формы фундамен-
тального решения. В работах [11‒13] получены и 
исследованы особенности SH-ПАВ в композитных 
МЭУ-структурах с учетом магнитоэлектрического 
эффекта в зависимости от параметров структуры и 
характера граничных условий. При моделировании 
функционально градиентного материала (ФГМ) 
МЭУ-пластины в статье [14] для установления свя-
зи между напряжением и смещением сверху вниз 
фиктивного многослойного материала использован 
метод матрицы жесткости. Рассмотрено степенное 
распределение неоднородности, показано влияние 
коэффициента градиентности на безразмерную ча-
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связанной с ЕС материала, определяющих соотно-
шений и уравнений движения преднапряженной 
МЭУ-среды. С другой стороны, метод базируется 
на сведении краевой задачи о колебании среды с пе-
ременными свойствами к решению начально-крае-
вых задач Коши. Использование при решении задач 
Коши численных методов позволяет быстро и эф-
фективно восстанавливать значения неизвестных 
функций напряжений, перемещений, электриче-
ских и магнитных потенциалов по толщине слоев. 

Предложенный в работе метод позволяет эффек-
тивно изучать влияние характера и локализации 
неоднородности свойств ПЭ- и ПМ-слоев, а также 

учитывать влияние вида и величины наведенных 
начальных деформаций на изменение динамики 
пластины. Для четырех типов электрических и маг-
нитных поверхностных условий получены удобные 
для численной реализации матричные представле-
ния дисперсионных уравнений, решение которых 
дает возможность исследовать особенности рас-
пространения волн Рэлея ‒ Лэмба и трансформа-
цию поверхностного волнового поля в МЭУ-пла-
стине из ФГПЭМ- и ФГПММ-слоев.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского научного фонда, грант № 24-29-00773.
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