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Аннотация. Впервые построено точное решение контактной задачи о действии полосового жестко-
го штампа конечной ширины на композитный слоистый материал, имеющий анизотропную структуру, 
в предположении, что относительная ширина штампа мала. Ранее подобные задачи рассматривались 
только для случаев изотропных материалов. Как правило, контактные задачи сводились к сингулярно-
му интегральному уравнению с выделенной сингулярной частью ядра интегрального уравнения, для 
которого строилось приближенное асимптотическое решение. Этот подход априорно исключал рассмо-
трение случаев анизотропных материалов. В результате использования такого подхода утрачивалась 
возможность исследования параметров податливости узких штампов при вдавливании в анизотропный 
материал, а также возможность исследования динамических волновых процессов вне штампов.

Попытки исследования этим методом контактных задач для анизотропных случаев предпринимались, 
но были решены задачи лишь для частных случаев. В настоящей работе с опорой на ранее доказанные 
теоремы о разрешимости контактных задач для анизотропных случаев развивается метод построения 
решения для случая узких штампов. Для этого используется факторизационный подход, позволивший 
найти решение интегрального уравнения для анизотропного композита для узких штампов.

Результат настоящей статьи может быть полезен как в инженерной практике, так и в геофизике при 
описании поведения горной гряды на анизотропной коренной породе. Кроме этого, метод открывает 
возможность исследовать анизотропные случаи в динамической постановке с помощью контурных ин-
тегралов в представлении решений.

Ключевые слова: контактная задачи, узкие штампы, композитный материал, анизотропная среда, 
интегральное уравнение, метод блочного элемента.
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Abstract. This paper presents the first exact solution to the contact problem of a finite-width rigid stamp 
acting on a composite laminate with an anisotropic structure, assuming a small relative stamp width. Previously, 
similar problems were considered only for isotropic materials. Typically, contact problems were reduced to a 
singular integral equation with a distinct singular part of the integral equation kernel, for which an approximate 
asymptotic solution was constructed. This approach a priori excluded the consideration of anisotropic materials. 
As a result, the use of this approach negated the possibility of studying the compliance parameters of narrow 
stamps when pressed into anisotropic materials, as well as the possibility of studying dynamic wave processes 
outside the stamps.

Attempts to use this method to study contact problems for anisotropic cases have been made, but only for 
special cases. In this paper, building on previously proven theorems on the solvability of contact problems for 
anisotropic cases, a method for constructing a solution for the case of narrow stamps is developed. To achieve 
this, a factorization approach was used, allowing us to find a solution to the integral equation for an anisotropic 
composite for narrow punches.
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The results of this article can be useful in both engineering practice and geophysics for describing the 
behavior of a rock ridge on anisotropic bedrock. Furthermore, the method opens the possibility of studying 
anisotropic cases in a dynamic setting using contour integrals in the solution representation.

Keywords: contact problems, narrow stamps, composite material, anisotropic medium, integral equation, 
block element method.

ВВЕДЕНИЕ

Теории анизотропных сред, описывающих ком-
позитные материалы, посвящено большое коли-
чество работ в связи с их важностью в различных 
областях инженерной практики [1–15]. Анизотроп-
ные структуры имеют природное и техногенное 
происхождение. Они встречаются как природные 
образования в коре Земли, а также создаются в ка-
честве новых композитных материалов. Сложно 
охватить весь комплекс анизотропных структур. 
Некоторые из них изучены достаточно глубоко, что 
связано с важностью их применения в отраслях 
ответственного назначения. Это в первую очередь 
относится к кристаллам и полупроводниковым 
материалам, применяемым при создании элемент-
ной базы электроники. Важными и одновременно 
сложными являются исследования анизотропных 
задач в пространственной постановке, а также как 
конструкционных объектов. Задачи рассматрива-
ются как в статической, так и в динамической по-
становке. Сложность решения пространственных 
анизотропных задач зачастую вынуждает исследо-
вателей ограничиваться случаями рассмотрения их 
плоских постановок. Они практически нивелируют 
пространственную анизотропию. При этом рас-
смотрено лишь небольшое количество контактных 
задач о действии пространственных штампов на 
анизотропную среду. В большинстве своем это при-
ближенные аналитические либо численные реше-
ния задач, в которых не учитываются концентрации 
контактных напряжений под штампами. В настоя-
щей работе развитый в статье  [16] метод обобща-
ется на случай анизотропных структур и позволяет 
получить точное решение контактной задачи для 
полосового штампа произвольной ширины, дей-
ствующего на композитную анизотропную среду, 
для всего диапазона входных параметров.

ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ

Методом, описанным в работах [16; 17], контакт-
ная задача о действии полосового конечной ширины 

жесткого штампа на анизотропную слоистую среду 
сводится к решению интегрального уравнения вида

(1)

Здесь q(x1, х2)  – контактные напряжения под 
штампом, f (x1, х2)  – перемещения в зоне контак-
та, k(x1, х2)  – ядро интегрального уравнения, функ-
ция  K(u1, u2)  – преобразование Фурье ядра инте-
грального уравнения.

Считаем, что функция K(u1, u2) является анали-
тической, зависящей от двух комплексных пере-
менных, не обращающейся в ноль на вещественной 
оси по обоим параметрам. Двумерное интегральное 
уравнение (1) сводится к одномерному с веществен-
ным параметром u2 в результате применения преоб-
разования Фурье по координате х1.

В результате интегральное уравнение (1) прини-
мает вид:

 (2)

Ради краткости вещественный параметр  u2 вре-
менно опускается, и возврат к нему будет осуществ
лен в конце статьи. Считаем, что непрерывная ана-
литическая функция K(u1) на бесконечности облада-
ет асимптотическим поведением K(u1) = O(|u1|

−1). 
Таким свойством обладают ядра интегральных 

уравнений, построенные для статических смешан-
ных задач на многослойной анизотропной среде [18].

В работе  [1] развивается один из факторизаци-
онных методов изучения и решения интегрального 
уравнения контактной задачи о действии полосового 
штампа на анизотропную слоистую среду. Для этого 
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и умножив уравнение на

после дифференцирования по u1 придем к интегро-
дифференциальному уравнению с малым параме-
тром ε относительно неизвестного Y(u1, ±). 

Систему интегральных уравнений можно ре-
шить методом последовательных приближений и 
получить точное решение в операторной форме (6), 
затем, использовав (5), в координатном виде (4).

Для определения параметра податливости узко-
го штампа достаточно в уравнении  (7) перейти к 
пределу при а → 0, оставив только заданные функ-
ции справа.

В результате получим соотношение

Таким образом, характеристика податливости 
узкого, а  <<  1, штампа, действующего на ани-
зотропный композитный слой, получена как коэф-
фициент при внешнем воздействии, в виде:

Принимая во внимание, что в случае изотропной 
среды при ζ → −i∞ и  получаем

что согласуется с результатами, полученными иным 
путем в работе [16].

ВЫВОД

Выполненное исследование представляет стро-
го обоснованный метод решения контактных за-
дач для полосового штампа конечной ширины, 
действующего на слой из композитного матери-
ала, имеющего анизотропную структуру. Такого 
рода задачи возникают при исследовании состо-
яния сейсмичности территории, имеющей протя-
женную горную гряду. В  инженерной практике 
подобные задачи возникают при конструировании 
изделий с применением композитных материалов 
анизотропной структуры. Метод допускает даль-
нейшее развитие, направленное на решение кон-
тактных задач для штампов иной неклассической 
формы.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РНФ и КНФ в рамках проекта №  24-11-
20006.
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