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Аннотация. Работа посвящена исследованию бифуркации равновесия составных нелинейно-упру-
гих круговых цилиндров, которые являются распространенными элементами многих инженерных кон-
струкций. В рамках общей теории проанализирована потеря устойчивости двухкомпонентного цилин-
дрического стержня при осевом сжатии и внешнем давлении. При этом полагалось, что его внутренняя 
часть (сердцевина) выполнена из высокопористого материала, а внешняя часть (покрытие) однородна, 
предварительно деформирована и содержит внутренние напряжения. В ходе моделирования рассмо-
тренного составного стержня применен оригинальный подход: для описания поведения пористой серд-
цевины использовались определяющие уравнения нелинейного континуума Коссера, а деформирование 
покрытия исследовалось в рамках классической теории упругости, что позволило более детально учесть 
влияние микроструктуры материала. С помощью формул преобразования определяющих соотношений 
при изменении отсчетной конфигурации для модели физически линейного материала получены уравне-
ния нейтрального равновесия, описывающие поведение двухкомпонентного цилиндрического стержня 
с высокопористой сердцевиной и преднапряженным однородным покрытием в возмущенном состоянии. 
Специальная подстановка позволяет свести анализ его устойчивости к решению линейной однородной 
краевой задачи для системы девяти обыкновенных дифференциальных уравнений. В результате чис-
ленных расчетов для составного кругового цилиндра с сердцевиной из плотной полиуретановой пены 
и покрытием из поликарбоната установлено, что предварительное растяжение покрытия стабилизирует 
рассмотренную деформацию цилиндра, в то время как влияние предварительного сжатия покрытия 
негативно.

Ключевые слова: нелинейная упругость, устойчивость деформации, микрополярная среда, вну-
тренние напряжения, составной цилиндрический стержень, пористая сердцевина, преднапряженное по-
крытие.

STABILITY OF COMPOSITE CIRCULAR CYLINDER 
WITH HIGHLY POROUS CORE AND PRESTRESSED UNIFORM COATING
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Abstract. This paper is dedicated to studying the equilibrium bifurcation of composite nonlinearly elastic 
circular cylinders, which are common elements of many engineering structures. Within the framework of a 
general theory, the buckling is analyzed for a two-component cylindrical rod under axial compression and external 
pressure. It is assumed that its inner part (core) is made of a highly porous material, while the outer part (coating) 
is homogeneous, pre-strained and contain internal stresses. An original approach is taken during the modeling 
of the composite rod under consideration: the governing equations of the nonlinear Cosserat continuum are used 
to describe the behavior of the porous core, and the deformation of the coating is studied within the framework 
of classical elasticity theory, which made it possible to take into account the influence of material microstructure in 
more detail. Using formulas for transforming the constitutive relations when changing the reference configuration, 
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neutral equilibrium equations were obtained for the model of a physically linear material that describe the behavior 
of a two-component cylindrical rod with a highly porous core and a prestressed uniform coating in a perturbed 
state. A special substitution allows us to reduce its stability analysis to solving a linear homogeneous boundary 
value problem for a system of nine ordinary differential equations. As a result of numerical calculations for a 
composite circular cylinder with a core made of dense polyurethane foam and a polycarbonate coating, it was found 
that preliminary tension of the coating stabilizes the considered deformation of the cylinder, while the effect of 
preliminary compression of the coating is negative.

Keywords: nonlinear elasticity, deformation stability, micropolar medium, internal stresses, composite 
cylindrical rod, porous core, prestressed coating.

ВВЕДЕНИЕ

Потеря устойчивости под действием внешних 
нагрузок нередко становится причиной разруше-
ния различных строительных и инженерных кон-
струкций. При этом развитие современных техно-
логий и появление новых материалов обуславли-
вает актуальность вопроса анализа устойчивости 
тел со сложной микроструктурой и внутренними 
напряжениями. В  частности, в аэрокосмической 
отрасли и автомобилестроении достаточно широко 
применяют такие высокопористые материалы, как 
металлические и полимерные пены [1–3], которые 
сочетают высокую прочность и низкий удельный 
вес, а также способны поглощать энергию при де-
формации. Из-за влияния микроструктуры их по-
ведение не всегда может быть адекватно описано 
в рамках классической модели сплошной среды, и 
целесообразным оказывается использование конти-
нуума Коссера [4–9], то есть среды с моментными 
напряжениями и вращательным взаимодействием 
частиц. При этом конструкции из металлических 
и полимерных пен, как правило, имеют составную 
структуру (высокопористая основа покрыта проч-
ной и жесткой оболочкой) для защиты пены от 
воздействия окружающей среды, а также оптими-
зации ее механических свойств. Само покрытие в 
этом случае может содержать внутренние напряже-
ния, создаваемые искусственно или возникающие 
спонтанно при его нанесении. Ввиду отсутствия у 
составных тел с преднапряженной частью единой 
естественной отсчетной конфигурации, при поста-
новке задачи и выводе уравнений равновесия при-
меняются метод промежуточной отсчетной конфи-
гурации и формула преобразования определяющих 
соотношений материала [10–12]. 

Данная работа посвящена исследованию устой-
чивости составных нелинейно-упругих круговых 
цилиндров с высокопористой сердцевиной и пред-
напряженным однородным покрытием. Такие тела 

являются распространенными элементами различ-
ных инженерных конструкций. Анализ устойчиво-
сти проводился в точной трехмерной постановке 
статическим методом Эйлера.

СОСТАВНОЙ КРУГОВОЙ ЦИЛИНДР

Рассмотрим двухкомпонентный нелиней-
но-упругий цилиндрический стержень. Пусть его 
внутренняя часть (сердцевина) состоит из высо-
копористого материала, поведение которого опи-
сывается в рамках модели микрополярной среды. 
При этом внешняя часть (покрытие) представляет 
собой полый круговой цилиндр из классического 
неполярного материала. Этот цилиндр присоеди-
нен к пористой сердцевине после предварительной 
деформации осевого растяжения – сжатия, описы-
ваемой следующими соотношениями (здесь и далее 
величины с верхним индексом «*» относятся к по-
крытию) [13; 14]:

 (1)

где ρ*, θ*, ζ* – цилиндрические координаты в есте-
ственной (ненапряженной) отсчетной конфигура-
ции χ* полого цилиндра, выступающего в качестве 
покрытия,  его внутренний и внешний 
радиусы, а также длина до деформации; r,  φ,  z  – 
цилиндрические координаты в предварительно на-
пряженном состоянии χ;  и  ор-
тонормированные векторные базисы соответству-
ющих цилиндрических координат; а*  – заданный 
коэффициент осевого растяжения – сжатия покры-
тия; f0

*(ρ*) – некоторая функция, описывающая ра-
диальную деформацию цилиндрического покрытия 
и определяемая из уравнений равновесия и условий 
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Рис. 3. Потеря устойчивости составного стержня с сердцеви-
ной из пенополиуретана при отсутствии внутренних напряже-
ний в поликарбонатном покрытии.
Fig. 3. Buckling of a composite rod with a polyurethane foam core 
in the absence of internal stresses in the polycarbonate coating.

при достаточно интенсивном начальном сжатии по-
крытия возможна потеря устойчивости составного 
стержня исключительно за счет внутренних напря-
жений, то есть при отсутствии внешних нагрузок 

 Необходимо отметить, что описанное 
выше влияние предварительных деформаций более 
выражено для стержней с толстыми и жесткими по-
крытиями. 

На основе полученных результатов также уста-
новлено, что устойчивость рассмотренных состав-
ных круговых цилиндров возрастает с уменьшени-
ем их общего размера (масштаба). Данный эффект 

обусловлен влиянием микроструктуры высокопо-
ристого материала сердцевины. Он весьма суще-
ственен для цилиндров малых размеров  
но пренебрежимо мал для больших составных ци
линдров.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках бифуркационного подхода рассмо-
трена проблема устойчивости составных нелиней-
но-упругих круговых цилиндров с высокопористой 
сердцевиной и преднапряженным однородным по-
крытием. Для модели физически линейного мате-
риала получены уравнения нейтрального равнове-
сия, описывающие поведение двухкомпонентных 
цилиндрических стержней в возмущенном состо-
янии. С  помощью специальной подстановки  (23) 
исследование их устойчивости сведено к решению 
линейной однородной краевой задачи  (24)–(27) 
для системы девяти обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Проведен численный ана-
лиз бифуркации равновесия кругового цилиндра 
с сердцевиной из плотной полиуретановой пены 
и покрытием из поликарбоната. Установлено, что 
предварительное растяжение покрытия в целом 
стабилизирует рассматриваемую деформацию 
двухкомпонентного цилиндрического стержня, в 
то время как влияние его предварительного сжа-
тия негативно.

Работа выполнена в рамках реализации государ-
ственного задания ЮНЦ РАН, номер госрегистра-
ции 125011200151-9.
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