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В ПРОНИЦАЕМОМ СЛОЕ С ГРАДИЕНТОМ ДАВЛЕНИЯ
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Аннотация. В рамках общей нестационарной постановки рассмотрено движение вязкой несжи-
маемой жидкости в бесконечном горизонтальном слое, ограниченном двумя проницаемыми плоско-
стями. Проницаемость границ задана постоянной нормальной компонентой скорости, направленной 
вдоль вертикальной оси. Принято наличие продольного градиента давления. Поле скорости аппрок-
симировано полиномом второй степени по поперечной координате с коэффициентами, зависящими от 
вертикальной координаты и времени. Уравнение Навье – Стокса сведено к рекуррентной системе пара-
болических уравнений для коэффициентов полинома. Уравнение энергии с диссипативным нагревом 
приводит к аналогичной системе для коэффициентов температуры. Подробно исследован стационар-
ный случай. Построено точное стационарное решение для случая квадратичного профиля скорости. 
Получены аналитические выражения для коэффициентов скорости и температуры через элементарные 
функции, включающие экспоненты и полиномы. Проанализировано влияние проницаемости границ на 
поле скорости, диссипативную функцию и температуру. Проницаемость любого знака (вдув или отсос) 
снижает максимальный нагрев жидкости по сравнению со случаем непроницаемых стенок и смещает 
положение теплового максимума к соответствующей границе: при вдуве – к верхней стенке, при от-
сосе – к нижней. Максимальные значения температуры при вдуве и отсосе практически одинаковы, а 
положения максимумов зеркально симметричны относительно середины слоя. Полученное решение 
регулярно переходит в известное решение для непроницаемых границ при стремлении скорости попе-
речного потока к нулю. Аналитические выражения допускают простое масштабирование и могут быть 
использованы для параметрического анализа тепловых режимов в микрофлюидных устройствах и те-
плообменных аппаратах с проницаемыми стенками, а также для верификации численных алгоритмов.

Ключевые слова: уравнения Навье – Стокса, уравнение энергии, диссипация, точные решения, 
проницаемые границы, градиент давления, полиномиальные решения.

EXACT POLYNOMIAL SOLUTIONS FOR NONISOTHERMAL FLOWS 
IN A PERMEABLE LAYER WITH A PRESSURE GRADIENT

K.V. Gubareva1, E.Yu. Prosviryakov2, 3

Abstract. Within a general unsteady formulation, the motion of a viscous incompressible fluid in an infinite 
horizontal layer bounded by two permeable planes is considered. The boundary permeability is described by 
a constant normal velocity component directed along the vertical axis. The presence of a longitudinal pressure 
gradient is assumed. The velocity field is approximated by a second-degree polynomial in the transverse 
coordinate with coefficients depending on the vertical coordinate and time. The Navier-Stokes equation is 
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reduced to a recurrent system of parabolic equations for the polynomial coefficients. The energy equation with 
dissipation heating leads to a similar system for the temperature coefficients. In the present work the steady 
case is studied in detail. An exact steady-state solution is constructed for the case of a quadratic velocity 
profile. Analytical expressions for the velocity and temperature coefficients are obtained in terms of elementary 
functions, including exponentials and polynomials. The influence of boundary permeability on the velocity 
field, dissipation function, and temperature is analyzed. It is shown that permeability of any sign (injection 
or suction) reduces the maximum heating of the fluid compared to the case of impermeable walls and shifts 
the location of the thermal maximum toward the corresponding boundary: injection shifts it to the upper wall, 
suction to the lower wall. It is found that the maximum temperatures for injection and suction are almost equal, 
and the positions of the maxima are mirror-symmetric with respect to the midplane. The obtained solution 
regularly reduces to the known solution for impermeable boundaries as the transverse flow velocity tends 
to zero. The analytical expressions allow straightforward scaling and can be used for parametric analysis of 
thermal regimes in microfluidic devices and heat exchangers with permeable walls, as well as for verification 
of numerical algorithms.

Keywords: Navier-Stokes equations, energy equation, dissipation, exact solutions, permeable boundaries, 
pressure gradient, polynomial solutions.

ВВЕДЕНИЕ

Движения вязкой жидкости в каналах и слоях 
с проницаемыми стенками изучают на протяже-
нии многих десятилетий, прежде всего в связи с 
задачами фильтрации, мембранного разделения и 
управления пограничным слоем. Первые замкну-
тые решения уравнений Навье – Стокса для лами-
нарных течений с равномерным вдувом или отсо-
сом на стенках получены в работах [1; 2]; они дали 
возможность проследить, как поперечный поток 
перестраивает профиль продольной скорости и ги-
дравлическое сопротивление. Позднее был предло-
жен ряд обобщений, охватывающих более сложные 
граничные условия.

Для непроницаемых границ накоплен значи-
тельный объем точных решений [3; 4]. Успех в этой 
области во многом обеспечен переходом к полино-
миальным представлениям скорости. Метод раз-
деления переменных, предложенный в работе  [5], 
дал возможность конструировать точные решения 
трехмерных уравнений Эйлера и Навье – Стокса с 
помощью анзацев, линейных по части координат. 
Последующее обобщение  [6] привело к система-
тизации обширных семейств течений, в которых 
компоненты скорости линейно зависят от двух про-
странственных переменных. Следующим шагом 
стала формулировка рекуррентных цепочек диф-
ференциальных уравнений, возникающих при под-
становке полиномов конечной степени в уравнения 
движения. Для нестационарных слоистых и вихре-
вых течений такая схема реализована в статье [7], 
а в работе [8] аналогичный подход применен к не-
изотермическим вертикально завихренным тече-

ниям с диссипацией и проницаемыми границами. 
Получаемые при этом решения точно удовлетворя-
ют нелинейной структуре исходных уравнений без 
каких-либо упрощений, что делает их удобными 
тестовыми объектами.

При рассмотрении неизотермических течений 
необходимо учитывать диссипативную функцию, 
описывающую переход механической энергии в 
тепловую. Точное совместное решение уравнений 
движения и энергии с диссипативным слагаемым 
для непроницаемой области получено в работе [9]; 
там же установлено, что вязкое трение способно 
вызывать заметный локальный разогрев, особенно 
в областях с большими градиентами скорости. Во-
прос о том, как проницаемость границ меняет этот 
механизм, до сих пор оставался неизученным.

Работы по теплопереносу в пористых средах 
[10] и приближенные методы расчета течений в 
трубах с пористыми стенками [11] дали инженер-
ные оценки, но не позволили получить аналитиче-
ской связи между полями скорости и температуры. 
Исследования течений между вращающимися дис-
ками [12] и пуазейлевских течений с проницаемы-
ми границами [13] показали, что поперечный поток 
способен существенно изменить профиль скорости 
и теплообмен. Решения для неизотермических тече-
ний с внутренними источниками тепла и вихревых 
течений адвективной природы, представленные в 
работах [14; 15], получены в иных постановках, не 
включающих одновременно проницаемость, гради-
ент давления и диссипативный разогрев.

Таким образом, в литературе до сих пор не пред-
ставлены точные решения, описывающие стаци-
онарное течение вязкой несжимаемой жидкости в 
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зываются практически зеркально симметричными 
относительно средней плоскости слоя, посколь-
ку их координаты удовлетворяют соотношению 
zmax(w) + zmax(−w) ≈ h. Этот факт подтверждает ли-
нейный по отношению к знаку w механизм конвек-
тивного сноса тепла.

Абсолютные значения температуры, соответ-
ствующие выбранным параметрам (характерным 
для воды), малы из-за слабой вязкой диссипации 
в этих условиях. При уменьшении толщины слоя, 
увеличении вязкости или градиента давления дис-
сипативный разогрев способен стать определяю-
щим. Аналитические выражения допускают про-
стое масштабирование и потому удобны для опе-
ративного анализа тепловых режимов в широком 
диапазоне условий.

Дальнейшее развитие работы может включать 
нестационарные режимы, учет зависимости вяз-
кости от температуры и более сложные тепловые 
граничные условия. Структура предложенного ме-
тода легко обобщается на полиномы произвольной 
степени  n, что создает основу для поиска новых 
семейств точных решений, описывающих трехмер-
ные неизотермические течения в областях с прони-
цаемыми границами.

ВЫВОДЫ

Предложено точное стационарное решение урав-
нений Навье – Стокса и энергии, описывающее те-

чение вязкой несжимаемой жидкости в горизонталь-
ном слое с проницаемыми границами при наличии 
продольного градиента давления и диссипативного 
тепловыделения. Профиль скорости задан полино-
мом второй степени, а температурное поле  –   по-
линомом четвертой степени по поперечной коор-
динате. Полученные аналитические выражения 
для всех неизвестных функций выражаются через 
элементарные функции и регулярно переходят в 
известное решение для непроницаемых стенок при 
стремлении скорости проницаемости к нулю. Уста-
новлено, что и вдув, и отсос снижают пиковую тем-
пературу по сравнению со случаем непроницаемых 
границ. При этом максимальные значения темпе-
ратуры для вдува и отсоса практически одинаковы 
(около 6,80 × 10−4 K), а положения максимумов сме-
щены в противоположные стороны: при вдуве пик 
сдвигается к верхней стенке, при отсосе  – к ниж-
ней. Предложенный метод допускает обобщение на 
полиномы произвольной степени и может служить 
основой для получения новых точных решений в 
задачах с проницаемыми границами и диссипацией.
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